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1 UVOD DO LINEARNIHO PROGRAMOVANI

... 0 by Vam méla prinést tato kapitola:

Prvni Cast této kapitoly slouZi k vytvoreni zakladni pFedstavy o povaze uloh, které
je moZné pomoci linedrniho programovani fesit. Nezbytnou soucasti je v této fazi
zejména matematicka formulace praktické Glohy, které by méla byt vénovana zvy-
§ena pozornost.

Po sezndmeni se zakladnimi typy Gloh linearniho programovani zaméfime po-
zornost na hledani jejich spole¢né struktury, jejiz nalezeni nam umozni sestavit
obecny tvar ulohy linearniho programovani a zkoumat tak vlastné vSechny typy
loh najednou.

Po zavedeni potfebnych pojmi jako jsou pFipustné €i optimalni Feseni ulohy
linedrniho programovani, se sezndmime s nejpouzivanéjsi metodou slouzici k fe-
Seni Uloh linearniho programovéni - a sice se simplexovou metodou. Tuto metodu
podrobné popiSeme, ale zatim jen z praktického hlediska potfebného pro vypocet.
PFislusna teorie bude vybudovana v druhé kapitole.

Prdvodce studiem

V Zivoté se Casto dostavame do situaci, ve kterych je potfeba u€init rozhodnuti. Je
zcela prirozené, Ze se chceme rozhodnout co nejlépe vzhledem k danym okolnos-
tem. Pokud pocet rozhodnuti neni velky, mliZzeme zvazit vsechny mozZnosti a zvolit
tu, ktera nam nejvice vyhovuje. V dnesni dobé ale narlista pocet pfipadd, kdy neni
mozné posoudit vSechny mozné varianty. Takova sitace nastava napf. pFi fizeni
podniku, kdy planovani optimalni strategie mnohdy vyZaduje vyhodnotit obrovské
mnozstvi informaci. Tento jev neni v ekonomice novy a v poslednich desetiletich je
navic umocnén rozvojem vypocetni techniky, kterd umoZziuje shroméazdit obrovské
mnozZstvi dat. Po jejich vyhodnoceni jsme pak postaveni pfed rozhodnuti.

Jednou z matematickych disciplin, jejichZz podstatou je hledani optimalniho
rozhodnuti v pfipadech, kdy v Gvahu pFichazi velké mnozstvi mnoznosti, je line-
arni programovani. Jedna se o odvétvi matematiky, které je silné prakticky orien-
tované a ma velmi Siroké mnozZstvi aplikaci. K nalezeni optimalniho rozhodnuti se
pouZivaji za timto Ucelem odvozené algoritmy.

Pomoci linearniho programovani je mozné fesit velké mnozstvi problémi, které
mohou mit natolik rozmanitou povahu, Ze neni mozné podat jejich Uplny prehled.
V této kapitole uvedeme pouze nékteré typické problémy, s nimiz se mizeme v
praxi Casto setkat. TEmito problémy se budeme zabyvat ve zjednoduSeném tvaru s
cilem ilustrovat postup pfi formulaci matematického modelu Uloh linearniho pro-
gramovani a nastinit jejich zakladnf strukturu, protoZe popis problémd realnych co
do rozsahu a sloZitosti by si vyzadal mnoho €asu a mista. Kromé toho je u prak-



tickych problém{ nejobtiznéjsim krokem pravé formulace Glohy a bylo by proto z

Spolecné rysy dloh linearniho programovani je moZzné popsat takto:

1. Je dana moznost provést vétsi pocet Cinnosti v rliznych kombinacich, pfi-
¢emz toto provedeni je omezeno na zakladé danych podminek a pozadavku.

2. Je znamy cil rozhodovani. Jinymi slovy, mame k dispozici hodnotici krité-
rium, podle kterého posuzujeme p¥inos jednotlivych kombinaci provadénych
cinnosti a hledame tu nejvyhodnéjsi.

V Uloze linearniho programovani jsou podminky €i pozadavky popsané pomoci
soustavy rovnic a nerovnic a cil rozhodovani je vyjadfen poZzadavkem nalézt maxi-
malni nebo minimalni hodnoty (tj. nejvyhodnéjsi kombinaci) funkce vice promén-
nych na dané mnoziné.

Teorie linearniho programovani je dnes jiz prakticky uzaviena a jedna se o
disciplinu s dobfe propracovanymi metodami, které vyzaduji pomérné jednodu-
ché matematické prostfedky. Na poli praktickych aplikaci maji metody linearniho
programovani Siroké uplatnéni.

1.1 Z&kladni typy uloh linedrniho programovéani

1.1.1 Uloha o planovani vyroby

Zadani ulohy

Spolecnost ma v planu zavést vyrobu dvou novych vyrobkt. Ma k dispozici 3
dilny, z nichZ prvni dvé provadéji specializované prace a tfeti kompletaci vyrobk.
Po prozkoumani vyrobnich a prodejnich moznosti byly ziskany tyto informace:

1. Jaka Cast vyrobni kapacity dilny bude k dispozici pro vyrobu téchto vyrobk{
(procentni zatizeni).

2. Vyrobni kapacita potfebna na jednotku produkce za minutu.
3. Zisk z prodeje kazdého z vyrobkd.

Udaje jsou uvedeny v tabulce

kapacita
dilna | vyrobek 1 | vyrobek 2 | k dispozici (%)
dilna 1 1 0 4
dilna 2 0 2 12
dilna 3 3 2 18
zisk 300 K¢ 500 K¢




Ukolem je stanovit plan vyroby tak, aby pfi prodeji vyrobk{ dosahl podnik co
nejvétsiho zisku.

Formulace ulohy

Klicovymi zdroji pro vyrobu jsou v tomto pfipadé dilny, pfesngji Feceno jejich
kapacita. Je samoziejmé, Ze podnik potiebuje k vyrobé téchto vyrobki také jiné
zdroje, jako napft. stroje, suroviny, lidské zdroje, energii apod. Zde se vSak mlEky
predpoklada, Ze jsou k dispozici v dostatecném mnoZstvi a nejsou tedy pro vyrobu
nijak limitujici. Dale pro nas neni, z hlediska FeSeni této tlohy, diileZita technologie
vyrobniho procesu. Nas zajima jen to, Ze k vyrobé toho ¢i onoho vyrobku je nutné
vyclenit danou kapacitu v jednotlivych dilnach a Ze vyrobni kapacita je limitujicim
faktorem pfi vyrobg. DalSim smérodatnym Udajem je zisk, ktery jednotlivé vyrobni
plany prinasi.

PFistoupime-li k vlastni formulaci, oznatme nejdfive pomoci proménnych x;
a x9 pocet kustl vyrobku 1 a vyrobku 2 vyrobenych za minutu. V zavislosti na
skladbé vyroby bude podnik dosahovat ur€itého zisku a tuto zavislost miizeme
vyjadrit vztahem

z = 30021 + 500z .

Jelikoz zisk ma byt co nejvétsi, budeme hledat maximum této funkce na mnoziné
vSech moznych vyrobnich planl. Tato mnoZina je omezena v dlisledku omezenosti
vyrobnich kapacit, které je také nutné matematicky vyjadrit. Z tabulky vidime, ze
vyroba jednoho kusu prvniho vyrobku si vyZada 1% z celkové kapacity prvni dilny
a ze mame v této dilné vy€lenény celkem 4%. Matematicky miZeme toto omezeni
vyjadfit pomoci nerovnosti

1 <4.

Podobng ze vztahu mezi vyrobkem 2 a dilnou 2 vyplyva omezeni ve tvaru
220 < 12.

V dilné 3 probiha montaz vyrobkl 1 a 2, ktera si vyZzada 3 resp. 2% z jeji kapacity
ve vztahu k jednotkdm produkce za minutu. Celkem je pro montaz vyrobkl 1 a
2 vy€lenéno 18% vyrobni kapacity ve tfeti dilné. Matematicky mdZzeme vyrobni
proces ve tfeti dilné vyjadrit ve tvaru

3x1 + 229 < 18.

Zdalo by se, vzhledem k tomu, Ze Zadna dalSi omezeni ve vyrobnim procesu
nejsou, Ze mtizeme formulaci Glohy ukongit. Z matematického hlediska je ale nutné
vyjadrit jesté jednu dosud samoziejmé pFfedpokladdanou skutecnost. Proménné xq



a xo nesmi nabyvat zapornych hodnot. Tato omezeni, z praktického hlediska na-
prosto samoziejma, jsou z matematického hlediska stejné dllezita jako omezeni
dané kapacitou dilen a jejich vynechani by mohlo vést k ekonomicky nepfipust-
nym feSenim, napf. 1 = 50, x5 = —10.

Shrneme-li vy3e uvedené v matematickém jazyce, dostavadme nasledujici Glohu:
Nalézt dvojici Cisel x1 a x5 tak, aby funkce

z = 30021 + 500x4

nabyla maximalni hodnoty, bereme-li v Gvahu omezeni

T < 4
200 < 12

3r1 + 229 < 18
z1,x9 > 0.

1.1.2 Uloha o michani smési

Zadani tlohy

Farmér se zabyva chovem prasat. Potfebuje zjistit, jaké mnozstvi jednotlivych
druht krmiva jim ma davat, aby splnil stanovené nutri¢ni pozadavky a pfitom utra-
til za krmivo co nejméné penéz. Obsah sledovanych sloZek prepoctenych na jeden
kilogram pFislusného krmiva je zaznamenan v nasledujici tabulce, pficemz v po-
slednim Fadku je cena jednotlivych druhl krmiva a v poslednim sloupci minimalni
denni mnozstvi nutri€nich slozek, které je nutné dodrzet.

Nutriéni slozky | kukuFice | suSend krmna smés | vojtéSka | Min. denni poZadavky
uhlohydraty 90 20 40 200

proteiny 30 80 60 180
vitaminy 10 20 60 150

cena (KG¢) 21 18 15

Formulace Ulohy

Z predchozi tlohy jsme si odnesli nasledujici zkuSenost: i kdyZ proces, ktery
chceme optimalizovat, ovliviiuje cela fada Cinitell, pti formulaci Glohy postaci za-
méFit se na limitujici faktory. Témi jsou v tomto pfipadé predepsané minimalni
denni davky sledovanych slozek.

Oznaéme proménnymi z1, x2 a z3 mnozstvi jednotlivych druhd krmiva v kilo-
gramech. Zavislost sloZzeni smési na jeji cené mizeme vyjadrit vztahem

z =21z + 18z + 1523 .



Chceme nalézt minimum této funkce v zavislosti na podilu druhli krmiv ve smési.
Z tabulky vidime, Ze mnoZstvi uhlohydratli obsazené v jednotlivych druzich krmiva
¢inf po fadé 90, 20 a 40 jednotek. Dostate¢né mnoZstvi uhlohydrattl ve smési bude
zajiSténo, jestlize bude spInéna nerovnost

90x1 + 20z + 4023 > 200.

Obdobnymi Gvahami ziskame nasledujici dvé nerovnosti, tykajici se proteinll a
vitamin

180
150.

30x1 4+ 80x9 + 60x3

>
10z1 + 2029 + 6023 >

Také nyni nesmime zapomenout pfipojit podminky nezapornosti kladené na
proménné x1, z2 a 3. Celkem tedy dostavame nasledujici dlohu:
Nalézt hodnoty x1, zo, x3 tak, aby funkce

z = 21x; + 189 + 1523
nabyla minimalni hodnoty pfi omezenich

90z1 + 20x9 + 4023 > 200
30z1 + 80x9 + 60x3 > 180
1021 4+ 20x9 + 60x3 > 150

x1,22,r3 = 0.

1.1.3 Dopravni tloha

Zadani ulohy

Ve dvou vyrobnich centrech V1, V5 se za danou ¢asovou jednotku vyrobi 3000t,
resp. 2000t urCitého zboZi. Toto zboZi je potfeba prepravit do tfi spotfebnich stfe-
disek Sy, S2, Ss3, ktera poZaduji 1000t, 2000t, resp. 2000t daného zboZi za stejnou
Casovou jednotku. Déle necht’ ¢;1 = 100, ¢c12 = 110, ¢13 = 130, co1 = 215, ¢co0 =
180, co3 = 140 je cena za dopravu zboZi z vyrobniho centra V; do spotfebniho
stfediska S;, proi = 1,2 a j = 1,2, 3. Ukolem je stanovit plan dopravy zboZi tak,
aby naklady na dopravu byly minimalni a byly spinény poZzadavky odbératell pfi
dané nabidce vyrobc.

Formulace ulohy
ZaméFime-li se na kliGové limitujici faktory, vidime, Ze u dopravni Glohy jsou
jimi nabidka vyrobnich center V; a V5 a poptavka spotrebiteldl S, S, S3 .Pocet



proménnych vystupujicich v dopravni uloze bude Sest, abychom mohli vyjadFit
vztah mezi libovolnym vyrobnim centrem a libovolnym spotfebnim stfediskem. Z
praktickych diivodi je Gcelné oznacit tyto proménné dvéma indexy misto jednoho,
tj. symbolem z;; budeme znacit neznamé mnozstvi zboZzi dopraveného z vyrobniho
centra V; do spotfebniho stfediska S; v tunach.

Potom funkce, jejiz minimum mame nalézt, ma tvar

z = 100211 + 110212 + 130x13 + 215291 + 180299 + 140293

pfi omezenich vyplyvajici z nabidky a poptavky.
Uvazujeme-li Gdaje vztahujici se k nabidce vyrobnich center V; a V5, dosta-
vame nasledujici rovnice

11+ T2+ 213 = 3000
To1+ 22+ x23 = 2000,

které vyjadfuji, Ze prvni resp. druhé vyrobni centrum nabizi 3000t resp. 2000t zbozi
spotfebnim stfedisklm. Je nutné ale jesté sestavit omezeni vyplyvajici z poZzadavki
spotfebnich stredisek, které maji tvar rovnic

T11 + 9 = 1000
T12 + x92 = 2000
13 + x13 = 2000.

ProtoZe ani v tomto pfipadé by zaporné hodnoty proménnych z;; nemély zad-
nou ekonomicky pfijatelnou interpretaci, pfipojujeme rovnéz poZadavky nezapor-
nosti kladene na proménne z;;.

Ukol 1
NapiSte zavérecny tvar Ulohy tak, jak jsme to uCinili v pfedchazejicich dvou
pripadech.

Ukol 2
V praxi se mliZzeme Casto setkat také s Ulohou o déleni materialu, podrobnosti
k této problematice nastudujte z literatury.

Priklady k procviceni
Sestavte matematicky model Gloh

1. Spole€nost na vyrobu cukrovinek vyrabi Etyfi druhy Cokolady: hotkou, mlé-
¢nou, ofiSkovou a bilou. Spotfebovava tfi zakladni suroviny - tuk, kakao a
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cukr, jejichz denné dodavané mnoZstvi je omezeno Udaji v tabulce. Spotfeba
jednotlivych surovin a cena vyrobku za 1 kg je uvedena v nasledujici tabulce:

suroviny/vyrobky | hofka | mlécna | ofiSkova | bild | mnozstvi
tuk 0,4 0,45 0,4 0,35 | 580 kg
kakao 0,3 0,2 0,2 0,3 | 240 kg
cukr 0,3 0,35 0,4 0,35 | 360 kg
cena Kc/kg 312 288 360 216

Podle vyrobnich smluv musi firma zajistit vyrobu alespon 100 kg bilé ¢o-
kolady. Sestavte denni vyrobni program firmy tak, aby jeji trzby byly maxi-
malni.

. Zemédélsky podnik péstuje v rostlinné vyrobgé 5 druhli zemédélskych plodin,
a sice pSenici, je€men, fepku, cukrovku a brambory. Ziskovost jednotlivych

plodin je po fadé 1000,- K¢&/t, 1200,- KEf/t, 1800,- KEft, 1600,- KE/t a 400,-
K&/t. Jednotlivé plodiny davaji nasledujici vynosy:

pSenice 5t/ha
je€men 4t/ha
fepka 3t/ha
cukrovka  50t/ha
brambory  30t/ha.

Pro tyto plodiny ma podnik k dispozici 2500 ha orné plidy. Cukrovka, bram-
bory a fepka jako plodiny zlep$ujici plidni Grodnost musi byt péstovany mi-
nimalné na 40 % celkové vymeéry. S ohledem na pevné uzavieny kontrakt
s cukrovarem mize podnik vyprodukovat maximalné 7500 tun cukrovky.
Dale musi podnik dodat minimalné 6000 tun brambor tradi€nimu odbérateli
v souladu s dlouhodobg uzavienou smlouvou. Stanovte vyrobni program, tj.
vymeéru trznich plodin tak, aby bylo dosazeno maximalniho zisku.

. Maminka chce pro svou rodinu vybrat nejlepsi kombinaci 3 druht napojt,
aby splnila tydenni davku iontll a zaroven zaplatila co nejméné penéz. Ty-
denni davky, Gdaje o cené napojll a obsahy latek jsou uvedeny v tabulce:

ionty mg/l | Toma Natura | Mattoni | Dobré voda | minimalni tydenni davka
Mg?* 6,41 24,9 11 529
Ca’t 30,7 87,6 8,6 875
Na™ 19 71,9 10 3500

cena K¢/l 8 9 3,9
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Formulujte dlohu.

4. Vedouci stfediska Zivocisné vyroby potfebuje optimalizovat denni krmnou
davku pro urcitou kategorii hospodarskych zvifat. Jednotlivé druhy krmiv,
mnozZstvi Zivin v nich obsaZend, cenu krmiva a minimalni normativni po-
tfebu uvadi nasledujici tabulka:

Ziviny g/kg sildZ | sendz | seno | jadrnd smés | min. potfeba
stravitelné dusikaté latky | 180 140 90 280 4220
bilkoviny 150 120 140 190 3500
mineralni latky 15 25 45 80 760
cena krmiva K&/t 450 550 | 1200 5500

Sestavte denni krmnou davku tak, aby splfiovala minimalni denni potfebu
a naklady na ni byly minimalni.

5. Firma vyrabi ocelové pfihradové konstrukce. Pro konkrétni zakazku je nutné
pripravit oceloveé tycky délky 30, 25 a 20 cm. TyCky se fezou z tyCi o délce 80
cm (zbytek po déleni materialu pro vyrobu jiné ocelové konstrukce). Potfeba
poZadovanych tyCek je nésledujici: 50 ks délky 30 cm, 80 ks délky 25 cm a
100 ks délky 20 cm. Tyci 80 cm dlouhych je dostate¢né mnoZzstvi. Navrhnéte
optimalni zplsob déleni materialu (tzn. kolikrat je nutné pouzit konkrétni
zplsob déleni), ktery zajisti minimalni odpad. Jednotlivé zplsoby déleni tyci
délky 80 cm uvaZujte pouze takové, pfi kterych zbytek po déleni je mensi nez
délka nejkratSi tycky.

6. UvaZujte predchozi zadani s témito zménami:

Kovové tyCky zadanych délek se pouZivaji pro vyrobek PXy, k jehoZ vyrobé
je potfeba 5 tyCek délky 30 cm, 4 tyCky délky 25 cm a 2 tycky délky 20 cm.
Celkovy pocet tyci délky 80 cm je omezen na 500 ks. PoZadavky na pocty
tyCek jednotlivych délek z pfedchoziho zadani neplati. Cilem je provést dé-
leni 500 ks ty€i délky 80 cm tak, abychom mohli vyrobit maximalni pocet
vyrobkd PX; bez ohledu na mnoZstvi odpadu. Opét uvaZujte pouze takové
zplisoby délent, u kterych je odpad mensi nez délka nejkratsi tycky. Obecné
je vSak nutné uvazovat vSechna mozna déleni, tedy i takovd, pfi nichz je
odpad Vvétsi nez délka nejkratSi tyCky.

Reseni

1. Proménne z;, j = 1,...,4 predstavuji jednotlive druhy Cokolad v kg (po
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fadé dle textu zadani)

max z = 312x1 + 288x9 + 360x3 + 21624

0,4x1 + 0,4522 4+ 0,423 + 0,354 < 580
0,321 +0,220 4+ 0,223 +0,3x4 < 240
0,3z1 +0,3522 4+ 0,423 + 0,35x4 < 360
zq4 > 100
r1,r9x3, T4 > 0.
2. Proménné z;, j = 1,...,5 predstavuji optimalni vymeéru jednotlivych plo-

din v ha (po fadé dle textu zadani)

max z = 5000z + 4800x2 + 5400x3 + 800004 + 12000z

r1+xe+x3+xa+25 < 2500
r3+ x4 +25 > 0,4(:E1+132+333+1’4+:L'5)
po Upravé
—0,421 — 0,495 + 0,623 + 0,6x4 + 0,625 > 0
50xy < 7500
30z > 6000
L1, X2T3,T4,T5 > 0.
3. Proménné z;, j = 1,..., 3 predstavuji jednotlivé druhy napojli v litrech (po

fadé dle textu zadani)

min z = 8z + 929 + 3,9x3

6,41xy + 24,929 4+ 113 > 529
30,7x1 + 87,629 + 8,63 > 875
1+ 71,929 + 103 > 3500
r1,x9,x3 > 0.
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4. Proménné z;, j = 1,...,4 pfedstavuji optimalni davku jednotlivych krmiv
v kg na kus a den

min z = 0,45z1 + 0, 5529 + 1, 223 + 5, 514

180z + 14029 4+ 90x3 + 280x4 > 4220
15021 + 12029 + 140x3 + 19024 > 3500
15z1 + 2529 + 4523 + 80x4 > 760
T1,To,x3,x4 > 0.
5.
délka tycky v cm zpusoby déleni
1.12. /3.4 |5 |6 |7 |8
30cm 21|11 |/0]0]0]0O
25cm 02|10 (|3|]2|1]0
20cm 11012 |0|1]|2]|4
odpad cm 005|105 (|10]15]0
Proménne z;, j = 1,...,8 pfedstavuji optimalni poCet pouziti jednotlivych

zplsobl déleni

min z = 5x3 + 10x4 + 5x5 + 10x¢ + 1527

201+ 20+ x3+24 = 50
2x9 +x3+ 3x5 + 226 + 7 = 80
T1 + x3 + 224 + xg + 207 + 4y 100
x1, T2, T3, %4, T5, T6, L7, 28 = 0

musi byt take dodrzena podminka celoCiselnosti = x; celoCiselné.

6. Proménné x;, j = 1,..., 8 predstavuji optimalni poCet pouZiti jednotlivych
zplisobl déleni

max z = 2x1 + T2 + x3 + 4

211 + a9 + T3 + 14 _ §
2x9 + x3 + 315 + 226 + X7 4
po Upravé
8xr1 — 6x9 — x3 + 44 — 1525 — 1006 — D7 = O
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2x9 + x3 + 35 + 276 + X7 _4

T1 + T3 + 274 + T6 + 277 + 4wy 2

po Upravé

—4xq 4+ 49 — 2203 — 814 + 625 — 627 — 16283 = 0

8
ij < 0
j=1

xj Z 0

musi byt také dodrzena podminka celoCiselnosti = x; celoCiselné.

1.2 Obecny tvar ulohy linearniho programovani

V predchozim odstavci jsme se zabyvali zcela konkrétnimi problémy a jejich ma-
tematickou formulaci. Nasim dalSim Ukolem nyni bude povSimnout si spoleCnych
rysli téchto loh. PFi bliz§im zkoumani zjistime, Ze ve vsech pfipadech jsme méli k
dispozici informace pro posouzeni vyhodnosti danych moznosti a informace o li-
mitujicich faktorech. PFi formulaci matematického modelu se ukazalo jako Ucelné
pripojit jeSté podminky nezapornosti, abychom vyloucili feSeni, kterd nemaji eko-
nomickou interpretaci. Chceme-li tyto skutecnosti vyjadfit pro vSechny typy dloh,
je vhodné dat veli¢inam a proménnym vystupujicim v Gloze linedrniho programo-
vani obecnou interpretaci.

Je dano m veliCin, které vyjadfuji kapacitu dilen, dispozi¢ni mnoZzstvi suro-
vin, limity, které neni mozné pfekrocit apod. Souhrnné je budeme nazyvat zdroje a
znatit je by, ..., b,, . Tyto zdroje chceme vyuZit k realizaci n procest, jako jsou
vyroba vyrobku, michani smési, pfeprava zbozi apod., pficemz mame k dispo-
zici dané optimalizacni kritérium. Pomoci proménnych z1, . . ., z,, vyjadfujeme na
jakeé drovni, Ci s jakou intenzitou uvazované procesy probihaji. Symbolem a;;,i =
1,...,m,j = 1,...,n budeme znaCit mnoZstvi i-tého zdroje, které je potfeba
k zabezpeceni jednotkového provedeni j-tého procesu. Koeficienty ¢q, .. ., ¢, uda-
vaji rlst ¢i pokles optimalizované veli€iny z v souvislosti s realizaci j-tého procesu,
vztazeny na jednotku. Nyni mdizeme zformulovat tlohu linearniho programovani
v obecném tvaru.
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Definice 1
Ulohou linedrniho programovani ve standardnim tvaru nazyvame Glohu nalézt ma-
ximum tzv. GCelové funkce z (z1, ..., x,)

marz =cix1 + coxo+ ...+ cpxy

pfi omezenich

ajixy +apry + ...+ amr, < b
o«
Am1T1 +amaxe + ...+ apnTn < by
Tlyeney Ty 2

Déle budeme predpokladat, ze b; > 0,proi=1,---,m.

Z praktické povahy ulohy linearniho programovani je ziejmé, Ze je nutné uvazovat
pouze pFipady, kdy jsou spInéna vSechny omezeni, a nejlepSi feSeni hledat mezi
nimi. Zavadime proto nasledujici pojmy.

Definice 2

Kazda n-tice x = (z1,...,z,), kterd spliiuje omezeni Ulohy (1), se nazyva pfi-
pustné feSeni Glohy. Pfipustné feSeni, které maximalizuje U€elovou funkci se na-
zyvé optimalni feSeni dlohy.

Pro Ucely FeSeni upravujeme ulohu linearniho programovani (1) na nasledujici tvar
maxrz = cix1 + coxo+ ...+ cpxy

pfi omezenich

anry + ... + QipTn + Tpi = b
a1Ty + ... + aipT, +  Tpy2 = b
. 2
m1Z1 + ... T Qmaln + Tntm = bm
a pri spInéni podminek nezapornosti ve tvaru
L1y -5 Tny Tntls- -+ Tntm > 0.
Protoze uvazujeme pouze nezaporné hodnoty proménnych z, ..., Zy+m,, 0dpo-

vida kazdému feSeni soustavy omezeni Glohy (1) pravé jedno feSeni soustavy ome-
zeni Ulohy (2). A protoZe UcCelova funkce z = ciz1 + ... + ¢z, neobsahuje
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promeénné x,i1,...,Tn+m, NEMa pridani téchto proménnych vliv na jeji hod-
noty. O proménnych =, 1, . .., T, 1m, Které timto zplisobem zavadime do soustavy
omezeni, hovofime jako o dopliikovych proménnych.

Vyznam Upravy nerovnic na rovnice spociva v tom, Ze soustava rovnic je z hle-
diska dalSich Gprav v procesu feSeni vhodngjsi. V dalSim uvidime, Ze ne vSechna
pfipustna feSeni jsou z hlediska feSeni stejné vyznamna. Soustava omezeni v Uloze
(2) ma m rovnic a m + n neznamych, coZ nam dava n stupii volnosti pfi hledani
jejiho feSeni. Jinymi slovy, hodnoty n proménnych mohou byt libovolné zvoleny,
pricemz zvlastni pozornost zasluhuje pfipad, kde za tyto proménné volime nuly.

Definice 3

PFipustné feSeni x = (z1,...,Zn, Tnt1,- -, Tntm) UlOhy (2) se nazyva bazicke,
jestlize sloupcové vektory matice soustavy omezeni odpovidajici kladnym soufad-
nicim vektoru x jsou linearné nezavislé.

Bazické teSeni Ulohy (2) se nazyva nedegenerované, jestlize obsahuje pravé m
kladnych sloZek. JestliZe je pocet kladnych sloZek vektoru x mensi neZz m, nazy-
vame pFislusné feSeni degenerované.

Poznamka

Mnozina pfipustnych feSeni Glohy linedrniho programovani je obvykle neko-
nec¢nd. Naproti tomu je mnozina pfipustnych bazickych feSeni vzdy kone¢né a po-
Cet jejich prvki je dan tim, kolika zplsoby Ize z m + n prvkd vybrat m prvkd, tj

. m-+n
¢islem

Jiné tvary ulohy linearniho programovani
PFi Teseni Glohy linearniho programovani se mlZzeme setkat s jinymi tvary
ulohy (1)

1. Hleda se minimum Ucelové funkce z = c1z1 + ... + cphn.

2. NEktera omezeni mohou byt ve tvaru rovnosti, popf. opacnych nerovnosti,
tj.
ai121 + ... + ainxy = by,

popft.
a;121 + ... + appxy > b;.
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1.3 Metody reSeni ulohy linearniho programovani

1.3.1 Grafické reSeni

Dfive nez uvedeme obecny algoritmus pro feSeni tloh linearniho programovani,
ukéZeme si, jak je mozZné ziskat feSeni v pfipadg, Ze poCet proménnych vystupuji-
cich v Uloze umoziiuje graficky znazornit mnoZzinu pfipustnych feSeni a vrstevnice
uceloveé funkce. Takovy postup je mozny v pFipad€, kdy tloha obsahuje dvé popft.
tFi proménné. UvaZzujme Ulohu o planovani vyroby z odstavce 1.1. , ve které mame
nalézt dvojici Cisel x; a x tak, aby funkce

z = 30021 + 500x2

nabyla maximalni hodnoty, bereme-li v Gvahu omezeni

T < 4
200 < 12

3r1 + 229 < 18
z1,r9 > 0.

V Uloze vystupuji pouze dvé proménné, je tedy mozné znazornit mnozinu vSech
vyrobnich planl a vrstevnici fce z = 300z + 5005 v roviné. Oblast vymezena
soustavou omezeni (diky nezapornosti proménnych x; a x2 lezi v prvnim kvad-
rantu) ma nasledujici tvar (viz. obrazek 1c):

X,| X,| X

4 X 4 X 4 6

(@ (b) (©)

Obrazek 1: Postup pfi hledani mnoziny vsech moznych vyrobnich plant
Vrstevnice (tj. mnoziny bodd, v nich dana fce nabyva stejné hodnoty) jsou v

pfipadé linearni fce z = 300z + 500z pFimkami. Znazornime si nyni jednu z
nich nap¥. pro hodnotu zisku z = 3000 :

18
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z
4 6 10X

Obrézek 2: Grafické reSeni

Nyni pozorujme jak se bude ménit hodnota zisku z, jestlize budeme sledo-
vat vrstevnici leZici nad a pod vrstevnici na obrazku (2). Na vrstevnicich lezicich
niZe zaznamename niZzsi hodnoty zisku, zatimco na vrstevnicich leZicich vy3e vy3si
hodnoty zisku. Snadno nahlédneme, Ze budeme-Ili "posunovat” pfimku na obrazku
(2) ve sméru Sipky, zisk bude nardistat. ProtoZze musime brat v ivahu omezeni, ne-
mlZe "posunovani" neustale pokracovat a je nutné jej zastavit na hranici oblasti
znazornéné na obr. (2). V naSem pripadé se jedna o prisecik pfimek zo = 6 a
3x1 + 2xo = 18, ktery ma soufadnice z1 = 2, xo = 6. Tyto hodnoty pfedstavuji
optimalni vyrobni plan pro vyrobu vyrobki 1 a 2.

Poznamka

Obdobnym zplisobem je mozné Fesit také Ulohy obsahujici tfi proménng, i kdyz
grafické znazornéni mnoZziny pfipustnych feSeni uz v tomto pfipadé nelze tak jed-
nodusSe ziskat.

1.3.2 Simplexova metoda

>z 7

Simplexova metoda je obecny algoritmus slouzici k FeSeni tloh linearniho progra-
movani. Sklada se z konetné mnoha krokd, které jdou po urcitych vyznamnych
pripustnych feSenich a konci v optiméalnim FeSeni dlohy, pokud existuje. Cely po-
stup mlZe byt rozdélen do tfi etap:

1. Nalezeni feSeni, ve kterém algoritmus za€ina, tzv. vychozi pfipustné bazické
Feseni.

2. Test optimality - zjist'ujeme, zda je nalezené feSeni optimalni.
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3. Iteracni krok - pfechod k dalSimu pFipustnému bazickému feSeni.

Dale se budeme vénovat simplexovému algoritmu, ale jen po praktické strance.
Dopustime se tedy prohfesku proti obvyklejSimu postupu uZzivanému v matematice,
kdy se nejdfive odvodi pfislusna teorie, ktera ,,ospravedlfiuje” nasledné vypocty.
V tomto pfipadé je vSak moZné postupovat obraceng, protoze zakladni myslenku
simplexové metody lez vysvétlit ,,nezavisle“ na teorii, 0 kterou se opird. Z této
teorie potfebujeme v této fazi pouze nasledujici poznatek:

Ma-li uloha linearniho programovani optimalni pripustné reSeni, ma také
optimalni pfipustné bazické reseni.

Z tohoto poznatku vyplyva, Ze pfi hledani optimalniho feseni se mlizeme ome-
zit na pripustna bazicka feSeni, kterych je konetné mnoho, a ukdzeme, jak sim-
plexova metoda touto mnoZinou FeSeni prochazi az nakonec skonci v optimalnim
reSeni.

lustracni priklad
UvaZzujeme tlohu o planovani vyroby z tvodni kapitoly

max z = 300x1 4+ 500z2

I S 4
209 < 12

3r1 + 2x9 < 18
I1,x2 Z 0.

Nalezeni vychoziho pFipustného bazického reseni

Uz jsme se zminili o tom, Ze z praktickych dlivodll pracujeme pfi vypoCtu s
ekvivalentni soustavou omezeni ve tvaru rovnic. Zavedeme tedy dopliikovou pro-
meénnou do kazdé z nerovnic a budeme fesit ekvivalentni Glohu

max z = 300x1 4+ 500z2

I + 24 = 4
229 + :13/2 = 12
3r, + 219 + 2/3 = 18,

P¥i podminkach nezapornosti

/ / /
T1,22,T1,T9, T3 > 0.
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Systém omezeni méa nyni o dvé proménné vice neZ je pocet rovnic, coz nam dava
dva stupné volnosti, tj. dvé promé&nné mohou byt libovolné zvoleny. PFi simple-
xové metodé volime za tyto proménné nuly. Lze snadno nahlédnout, Ze zavedeni
dopliikovych proménnych nam zaroven poskytlo také bazické reseni

(:El, o, :L‘/l, CL‘,Q, .T/g) = (0, 0, 4, 12, 18) .

Test optimality

Nyni prejdeme ke druhému kroku, v némz chceme zjistit, zda ziskané feSeni je
optimalni. To je vSak ekvivalentni otazce, zda pfechodem na jiné bazické feSeni Ize
zlepsit hodnotu Gcelové funkce. K tomu sta€i zkoumat, zda se vyménou nékterého
z vektor{l baze za jiny zvysi hodnota Ucelové funkce. V nasem pfipadé jsou v bazi
posledni tfi vektory. Soufadnice druhého vektoru v této bazi jsou (0, 2,2) tj. plati

ap = Oag + 2a4 + as.

Vzhledem k ekonomickeé interpretaci Ulohy to znamena nasledujici: uvazujme na chvili,
Ze proménné x|, x4, % predstavuji dalsi tfi druhy vyrobkd, jejichz vyroba je tak na-
kladng, Ze nepfinasi Zadny zisk. Vyjadfeni druhého vektoru soufadnicemi (0, 2, 2)
ma nésledujici ekonomicky vyznam. Pro vyrobu jednoho kusu druhého vyrobku
je nutné v dilnach vyclenit stejnou vyrobni kapacitu jako pro vyrobu dvou kust
Ctvrteho a patého vyrobku. Jedné se tedy o dva vyrobné ekvivalentni procesy z
hlediska spotfeby vyclenéné kapacity dilen. Tyto procesy ale nejsou ekvivalentni
z hlediska zisku, ktery prinaseji. Zatimco vyroba dvou kustl ¢tvrtého a patého vy-
robku pfinasi nulovy zisk, vyroba jednoho kusu druhého vyrobku pfinasi zisk 500
K€ a vidime tedy, Ze nabizené feseni (x1, 22, 2}, 2’2, 2'3) = (0,0,4, 12, 18) neni
optimalni a je mozné ho vylepsit zafazenim vyroby druhého vyrobku misto vy-
robkll 4 a 5. Z matematického hlediska to znamena, Ze dojde k vyméngé vektordl
v bazi. Pfi tomto postupu se budou meénit hodnoty proménnych z;, a tedy take
hodnota Ucelové funkce z. Je tedy mozné povazovat = za dalSi proménnou danou
rovnici z — 30021 — 500z4 = 0, kterou pfidame k soustavé omezeni. Resime tedy
lohu tvaru:
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max z

pfi omezenich

z — 300x1 — 500x9 = 0
x1 + = 4

27, + = 12

3r1  + 2z + 24 = 18

/ / /
T1,22,T1,T9, T3 > 0.

Iteracni krok

Vyména vektorll v bazi obnasi dosahnout toho, aby v nékterém ze sloupcll
matice omezeni pfisluSném nebazické proménné vznikl jednotkovy vektor na tkor
jednotkového vektroru v nékterém ze sloupcti pFislusnym béazickym proménnym.
Toho lIze docilit provadénim dovolenych Gprav systému rovnic, které nemaji vliv na
jeho Fedeni (tj. ndsobeni rovnice skalarem a pfictenim libovolného nasobku nékteré
z rovnic Kk jinym rovnicim).

Pred prechodem na jiné bazické feSeni je vhodné si uvédomit, ze

povazujeme-li z za dal$i proménnou, miZeme psat vychozi pfipustné bazic-
ké feSeni ve tvaru (z|x1, x2,1, 2’2, 2'3) = (0]0,4, 12, 18),

hodnota proménné z se bude ménit v zavislosti na tvaru bazického fedent,

protoZze maximalizujeme hodnotu proménné z, je Ucelné, aby vZdy byla sou-
¢asti baze,

protoZe z je zavisla proménna, jedna se vlastné o obmeénu tykajici se pro-
ménnych x1,T2, 3:’1, .CC/27 33,3.

PFi praci se systémem rovnic je vhodné pracovat pouze s matici koeficientll dané
soustavy, které zapisujeme do tzv. simplexové tabulky

z T zo ) o'y a3
z |1 -300 500 0 0 O0 | O
2110 1 0 1 0 0| 4
z'5 | 0 0 2 0 1 0 |12
3|0 3 2 0 0 1 |18
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Abychom mohli provést vyménu proménnych v bazi, je nutné urcit proménnou,
kterd vstoupi do baze, a proménnou, ktera bazi opusti. VSimnéme si nejdrive toho,
Ze zaporny koeficient u nékteré z proménnych v prvni rovnici znamena, ze na-
rlist této proménné zvysi hodnotu Ucelové funkce. Chceme-li si zajistit co nejvétsi
narlist (v pfepoCtu na jednotku), volime proménnou s nejmensim zapornym ko-
eficientem. Tou je v naSem pfipadé proménna zo. Uvazujeme-li nyni, Ze hodnota
proménné x5 bude narlistat, musi se zmensovat hodnoty proménnych 2’5 a 2’3, pfi-
¢emz narlist proménné xo zastavime tehdy, aZ jedna z proménnych =, 2’5 nabude
nulové hodnoty. Vidime, Ze pfi zo = 6 mame z’s = 0 a 2’3 = 6. Dal$i nardist
proménné x, by zplisobil, Ze proménna x’, nabude zapornych hodnot, cozZ by bylo
v rozporu s podminkami nezapornosti. Je tedy nutné zastavit rlist proménné z- na
hodnoté 6, coZ zplsobi vynulovani proménné =’ a jeji vyfazeni z baze. Zjisténi,
kterd z proménnych opusti bazi, nemusi byt tak zdlouhavé, uvédomime-li si, Ze to
Ize snadno zjistit vypoctenim podilll pravych stran omezeni a koeficientl leZicich
ve sloupci prislusnému proménné vstupujici do baze, a vybereme minimalni z nich.

V naSem pFipadé to znamena vypocist podily % a % . Mensi hodnota pfipada
na proménnou z’s, ktera tedy opousti bazi. Sloupec pro vstupujici proménnou a
fadek pro vystupujici proménnou maji spole€ny praveé jeden prvek. PFi prechodu k
novému bazického feseni bude tento prvek pro nas klicovy. Upravy soustavy ome-
zeni budeme provadeét tak, aby po jejich provedeni byla na misté klicového prvku
1 a ostatni hodnoty v daném sloupci byly nulové.

Shrnuti iteraéniho kroku

e proménnou vstupujici do baze ur€ime tak, Ze v prvnim fadku simplexové
tabulky vybereme proménnou s nejmensim (zapornym) koeficientem. Je to
proménnd, ve které Gcelova funkce roste nejrychleji.

e proménnou opoustéjici bazi urcime takto:

— v daném sloupci vybereme vSechny koeficienty vétsi nez 0,

— vypoéteme podily pravych stran koeficientll lezicich ve sloupci, ktery
prislusi proménné vstupujici do baze, v Gvahu bereme pouze kladné
rozdily,

— z baze vypustime proménnou, na kterou pfipadne minimalni podil. Je
to proménna, které nabyva jako prvni hodnoty nula, kdyZ vstupujici
bazicka proménné roste.

e urceni nového bazického pripustného FeSeni a konstrukce nové simplexové
tabulky.
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PFi pfechodu k nové simplexové tabulce jsme provedli nasledujici Upravy
1. treti fadek jsme vydélili dvéma,
2. vynéasobili jsme tfeti Fadek Cislem 250 a pFicetli k prvnimu,
3. odecetli jsme tfeti fadek od Ctvrtého,
4. druhy fadek zlstal beze zmén.

Provedeni téchto Uprav dava nésledujici tabulku:

xy | x| o) 2o ah
z |1 -300| O 0 250 O | 3000
210 L lo0[1 0 o 4
zo | O 0 1 0 12 0 6

2|0 3 |0]0 -1 1] 6

Odrzeli jsme nové bazické pripustné feSeni

($1,$2,$,1,$/2,$/3) - (0)6>47056) )

ve kterém Ucelova funkce nabyva hodnoty 3000.

Dovétek k testu optimality

Z predchoziho postupu lze vidét, Ze existence zapornych koeficientd v prvnim
fadku simplexové tabulky znamena, Ze hodnotu GCelové fce Ize zlepsit, tj. v naSem
pFipadé zvysit. Mlzeme tedy konstatovat

e vypocet konci, jestlize vSechny koeficienty v prvnim fadku simplexové ta-
bulky jsou nezaporné (nebot’ v tomto pfipadg jiz nelze hodnotu Gcelové fce
vylepsit).

V posledni obdrzené simplexové tabulce tomu tak neni, protoze u proménné z; je
zaporny koeficient -300. Je tedy nutné se opét vratit k iteracnimu kroku

e urceni proménné vstupujici do baze - nejmensi zaporny koeficient je -300 u
proménné z1, takZe x; je proménna vstupujici do baze,

e bazi opousti proménna x’s, protoZe na ni ptipada minimalni hodnota podild
4.6
= a =
1 3!

e urceni nové simplexové tabulky obnasi provést tyto Upravy
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1. Ctvrty Fadek vydélime 3,
2. Ctvrty fadek vynasobime 100 a pFicteme k prvnimu,
3. Ctvrty fadek vynasobime —% a pricteme k druhému,
4. druhy Fadek zstal beze zmény.
ry | xe ) 2y ah
z |1/ 0] 0 0 150 100 | 3600
2y [0 0] 0 1 0 0 2
xz |0} 0] 1 0 12 O 6
z |0} 12]0 0 -13 1/3 2

Nova tabulka obsahuje v prvnim Fadku pouze nezaporné hodnoty, takze simple-
xovy algoritmus kon€i. Obdrzeli jsme optimalni feSeni

(mla X2, $/17$/2a$/3) = (27 67 27 070) .

UCelova funkce v ném nabyva hodnoty 3600.

Poznamka
PFi vypoctech v prlibéhu simplexové metody mohou nastat situace, kdy uvedena

vev s

pravidla potfebuji podrobngjsi vyklad. Jedna se o nasledujici pripady:

1. P¥i vybéru proménné vstupujici do baze mize pfipadat v Gvahu vice moz-

nosti v dlisledku toho, Ze nejmensi zaporny koeficient stoji u vice promén-
nych. ProtoZze nemame Kk dispozici Zadné dodatecné kritérium, které by né-
kterou z téchto proménnych upfednostnilo, miiZzeme zvolit libovolnou z nich
jako vstupujici a pokraCovat ve vypoctu.

Stejna situace miiZe nastat také pti vybéru proménné opoustéjici bazi. Také
v tomto pripadé mdzeme zvolit libovolnou z nich a pokracovat ve vypoc-
tu. Tento pFipad je z teoretického hlediska komplikovanéjsi, protoze nékteré
z bazickych proménnych nabudou nulovych hodnot. V této souvislosti ho-
vorime o degeneraci obdrzenych feSeni, ktera maji méné nenulovych slo-
Zek nez je pocet omezeni Ulohy. Degenerace feSeni je nepfijemnd, protoze
iteracni krok simplexove metody nemusi vést ke zvySeni hodnoty ucelové
funkce. Kromé toho existuje teoretickd moznost, Ze vypocet se za této situ-
ace zacykli a simplexovéd metoda nedospéje k optimalnimu feSeni.

V praktickych problémech ale dochazi k tomuto jevu velmi zfidka, a proto
se nebudeme degeneraci Uloh bliZze zabyvat. Pfipadné zajemce odkazujeme
na uvedenou literaturu, kde je mozné nalézt podrobngjsi informace.
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3. MZe nastat také situace, kdy nejsme schopni vybrat proménnou opoustéjici
bazi. Tato skute€nost znamena, Ze Gcelova funkce je na mnoziné pripustnych
feSeni neomezena a Uloha tedy nema feSeni.

4. Uloha linearniho programovani miize mit vice feSeni. Pokud tomu tak je,
miZeme tento pripad rozpoznat podle koeficientll Gcelové funkce nalezicich
nebéazickym proménnym. Pokud jsou po obdrZeni optimélniho feSeni nékterée
koeficienty u nebazickych proménnych rovny nule, znamena to, Ze zafazeni
téchto proménnych do baze vede k alternativnim optimalnim feSenim.

1.3.3 Stinové ceny

Ulohu linearniho programovani je mozné interpretovat jako pfifazeni n&jakych
zdrojt ur€itym Cinitellim. Simplexovou metodou nalezneme optimalni feseni z hle-
diska ekonomické prospésnosti Cinitell pfi dané kapacité zdrojd. Je pfirozené mit v
této souvislosti k dispozici také informace o ekonomické prospésnosti zdrojl. Sim-
plexova metoda poskytuje tyto informace prostrednictvim Udajd, které nazyvame
stinové ceny.

Stinova cena i-tého zdroje (budeme ji znacit y;°) vyjadfuje rychlost riistu pro-
ménné z v pripadé narlistu kapacity i-tého zdroje. Tyto stinové ceny mlzeme nalézt
v prvnim fadku simplexové tabulky, jakoZto koeficienty dopliikovych proménnych.

PFi feSeni Ulohy o planovani vyroby jsme obdrzeli stinové ceny y7 = 0,y5 =
150, y5 = 100. Znamena to, ze kdyby doslo ke zvy3eni vyrobni kapacity o jednu
jednotku ve druhé nebo tfeti dilné, zvysil by se zisk o 150 popf. 0 100KE. VSim-
néme si, Ze stinové ceny jsou nenulové u dilen, jejichz kapacita je pIné vyuZita a
ma tedy smysl uvazovat o jejim zvySeni. U prvni dilny, ktera je vytiZzena jen z po-
loviny, nemé& smysl zvySovat jeji vyrobni kapacitu a prislusna stinova cena je rovna
nule.

Poznamka

PFi zahajeni vypocCtu si mozna Ctenar polozil otazku, proC jsme v nerovnosti
2x9 < 12 nekrétili a nepracovali s nerovnosti x5 < 6. Tuto Upravu jsme samo-
zfejmé mohli provést, aniz by to ovlivnilo vysledek. Jedno drobné uskali ale pfece
jen v sobé kraceni skryva a tyka se prave stinovych cen. Kraceni Cislem 2 znamena,
Ze z jednotek kapacity dilen vytvofime ,,dvojjednotky”, tj. jednotky dvojnasobné
velikosti, cozZ by se pfi vypoctu projevilo ve stinové cené u druhé dilny. Vysla by
dvojnasobnd, tedy 300 K&, coz je v pofadku, protozZe to je cena dvojjednotky a ne
plvodni jednotky. Tuto okolnost musime mit pfi interpretaci stinovych cen stale na
paméti, jestlize jsme v nékterém z omezeni kratili.
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1.4 Jiné tvary ulohy linedrniho programovani
1.4.1 Omezeni ve tvaru rovnosti

Zatim jsme podrobné rozebirali simplexovou metodu za predpokladu, Ze je Gloha
v naSem standardnim tvaru s b; > 0, proVi = 1,2, ...m. V této kapitole ukdZeme,
jak prevést ostatni tvary Gloh linearniho programovani na ndmi pouzivany tvar,
ktery dovedeme Fesit. Jednim z problémd u jinych tvardi Glohy linearniho progra-
movani je nalézt pocatecni bazické feSeni, pokud se v omezenich vyskytuji =, >,
popF. b; < 0. PoCateCni FeSeni se hleda tzv. metodou umélé béaze, kterou nyni roze-
bereme.

Priklad
Reste Glohu
max z = 300x1 4+ 500z4
I S 4
219 < 12
3r1 + 2x9 = 18
r1,r2 = 0.
Reseni

Po zavedeni doplfikovych proménnych dostaneme nasledujici systém rovnic:

z — 3001 — 500xs = 0
x1 + = 4

219 + 25 = 12

3T +  2x9 = 18.

Bohuzel, tyto rovnice nemaji zfejmé pocatecni bazické feSeni, protoze do tfetiho
omezeni nelze zavést dopliikovou proménnou. Metoda umélé baze odstrani tuto
potiz zavedenim nezaporné umeélé proménné do této rovnice tak, jako by to byla
doplfikova proménna. Dostavame

3r1 4+ 222 +23 = 18.
Vychozi pripustné bazické feseni nyni mliZzeme snadno nalézt,
(21, z2, 2}, 25, 23) = (0,0,4,12,18) .

Optimalni FeSeni této revidované tlohy je stejné jako FeSeni pfedchozi, pokud uméla
proménna 3 = 0.
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Nyni pfedpokladejme, Ze simplexova metoda dovoluje pokraovat a dostaneme
optimalni feSeni revidovaného problému, a Ze toto feSeni je zaroven pFipustné Fe-
eni plvodniho problému. Zda se, Ze bychom mohli prohlasit, Ze toto feseni je i
optimalni feseni pdvodniho problému.

BohuZel neni zaruceno, Ze optimalni feSeni revidované Ulohy je pfipustné fe-
eni pdvodni Glohy. Pokud totiZz proménna 3 nabude nenulové hodnoty, nebude
splnéno treti omezeni v pdvodni Gloze. Je proto nutné zavést postih pro pfipustna
feSeni revidované Glohy leZici vné mnoziny pFipustnych feseni plivodni Glohy tak,
aby optimalni FeSeni revidované ulohy mohlo leZet pouze v této oblasti. Za timto
Gcelem pozmeénime Gcelovou funkci z = 300z + 50025 na funkci ve tvaru

z = 30021 4+ 500x9 — M a3,

kde M je néjaké velké Cislo (mnohem vétSi nez 300 nebo 500), potom z nabyva
maxima, kdyZ 23 = 0. Horni Fadek simplexové tabulky by tedy mél tvar

=300 =500 0 0 M O.

Nicméné simplexovy algoritmus vyZaduje, aby koeficienty bazickych proménnych
v prvnim fadku simplexoveé tabulky byly nulové, a x5 je nyni bazicka proménna.
Z tohoto dlivodu musime &tvrty fadek tabulky vynasobit —M a pricist k prvnimu.
Po této Upraveé bézi jiz simplexovy algoritmus standardnim zplisobem. Jeho jednot-
livé mezivysledky jsou uvedeny v nasledujicich tabulkach bez dalSiho komentére.

1 9 xy b a3
z | -3M-300 | -2M-500 0 O 0 | -18M
@) 1 0 1 0 O 4
10 2 0 1 0] 12
T3 3 2 0O 0 1 18
1 9 @} Th I3
z | 0 | -2M-500 | 3M+300 0 0 | -6M+1200
1 | 1 0 1 0 O 4
b | 0 2 0 1 0 12
z3 | 0 2 -3 0 1 6
ry xo | ) | b T3
z 0O O |-450| 0O M+250 | 2700
z1 |1 O 1 0 0 4
410 0] 3 |1 1 6
| 0 1 —% 0 % 3
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Ty wy Ty @ T3
z |0 0 0 150 M+100 | 3600
n[1 0 0 -1 -T2
| 0 0 1 % —3 2
[0 1 0 L o0 6

Optimalni feSeni je (2,6,2,0,0), cozZ je stejny vysledek, jaky jsme obdrZeli dfive.
Poznamenejme jeSté, Ze vzhleden ke skuteCnosti, ze umélé proménneé jsou v uce-
lové funkci znevyhodnény nebo téZ penalizovany, hovofime v této souvislosti o
metodé penalizacni sazby.

1.4.2 Omezeni ve tvaru opacnych nerovnosti

DalSim pfipadem, ktery neodpovida naSemu standardnimu tvaru, je pfipad, kdy je
nékteré omezeni ve tvaru opacné nerovnosti. Pfedpokladejme, Ze tfeti omezeni v
predchazejici Uloze ma tvar

31+ 2z > 18.

V tomto pFipadé je nutné nejdfive zavést dopliikovou proménnou, coz ndm dava
rovnost

3x1 + 220 — l‘/g = 18.

Dopliikova proménna x4 vSak nabyva zaporné hodnoty, takze takto ziskané feSeni
by sice bylo bazické, ale nepfipustné. Musime proto zavést do rovnice jeSté umeé-
lou proménnou x4, ktera nam umozni ziskat vychozi pripustné bazické reSeni, tj.
budeme pracovat s omezenim ve tvaru

3r1 + 2x9 —ZL‘% +xz4 = 18.

Z predchoziho odstavce vime, Ze zavedeni umélé proménné vyZaduje Gpravu Uce-
lové funkce, coz nas vede k pouZiti metody penalizaCni sazby.

1.4.3 Minimalizacni tGloha

Zbyva jesté ukazat, jak prevést na nas tvar tlohu formulovanou pro minimum
n
min z = Z cjTj
j=1
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pfi danych omezenich. Tato uloha je ale ekvivalentni Uloze nalézt

max(—z) = Y _ (—¢;)z;.

J=1

To znamena, Ze po nalezeni optimalni hodnoty —z staCi u vysledku prevratit zna-
ménko a obdrzime optimalni hodnotu tcelové funkce minimalizacni Glohy.

1.44 Obmény v podminkach nezapornosti

Mohou nastat dva pFipady. Bud’ je néktera z proménnych vymezena néjakou zapor-
nou hodnotou, anebo na ni neni kladeno Zadné omezeni. Ob&ma pfipady se budeme
nyni blize zabyvat. UvaZzujme nejprve Glohu, ve které se vyskytuje omezeni tvaru

T4 > Dj,

kde D, je néjaké zaporné konstanta. Takové omezeni miize byt pfevedeno na stan-
dardni podminku nezapornosti, polozime-li

/ — . .
T; =T — D;
a v plivodni Gloze substituujeme proménnou x; za x;j.

Priklad
Preved’te nasledujici Glohu na standardni tvar

max z = 300x1 + 50029

I § 4
209 < 12
3r1 + 2x9 < 18
I Z —5
xTo 2 0.

V takovém pfipadé klademe = = x; + 5 a dostdvame

max z = 300z] + 500z — 1500

zh < 9
2$2 S 27

3ry + 2z < 18
2, xe > 0.
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Zbyva zabyvat se pripadem, kdy na nékterou z proménnych neni kladeno zadné

omezeni. Takovou proménnou Ize psat ve tvaru z; = x’; — z’/ kde

:E; = zj pro x1=>0
= 0 jinak,

:c;-’ = —xj pro x1<0
= 0 jinak.

Proménné ’; a 2/ tedy predstavuji kladnou a zapornou Cast plvodni proménné z;.

Priklad
Preved’te nasledujici Glohu na standardni tvar

max z = 300x1 4+ 500z2

T1 S 4
209 < 12
3r1 + 2x9 < 18
xzo > 0.

Klademe 21 = o} — 2/, kde 2} > 0, z{ > 0, a dostavdme.

max z = 300z — 30027 + 5009

oy —af < 4
219 < 12
3z — 3z + 219 < 18
oy, 2,9 > 0.
Priklady
Reste ulohy linearniho programovani
1.

max z = 20x1 + 14x9
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1
§$1+Z$2 < 40
1 1
§$1+§$2 < 60

1

- < 25

41'2 =

z1,22 > 0

max z = 2x1 + 3z2 — x3

T1 + 229 + 73
1+ 2 + 223

T+ x2 + 23

IV IA A IA
o A~ W

T1,T2,T3

3. Ulohu feste pocetné i graficky

maxrz =1+ To

Tr1 — T2 § 2
—r1+x2 < 4
r1,x9 > 0.

4. Reste pogetnd i graficky

max z =1+ x2 + 213

IN

1
2x1 — 11‘2 + 2x3

IN

221 + x3

+].
x =T
1 82

L1, T2,T3

IV A
S N o O

Reseni
1. 2 = (40,80,0,0,5) zopt. = 1920
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4 1 7 11
2. x = (g,g,0,0,0, g) Zopt. = 3

3. Uloha nema optimalni Feeni. Hodnota t&elové fce roste neomezens.

Obrazek 3: Grafické feseni

4. Uloha ma dvé zékladni optimalni Feseni () = (2,0,1,0,3,0) a 2 =
(0,12,1,0,7,0). Navic kazda konvexng linearni kombinace tvaru ky2() +
kox)  kde ki + ko = 1 a ky, ko > 0, je také optimalni FeSeni Gloh. Napfi-
klad optimalni Feseni z(3) = (1,8,1,0,5,0) odpovida hodnotém k; = 0,5
a ko = 0, 5. Hodnota Gcelové funkce pro jakékoliv optimalni feSeni Cini 18.
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2 TEORIE LINEARNIHO PROGRAMOVANI

... 0 by Vam méla prinést tato kapitola:

| kdyZ je mozné zakladni mySlenku a postup, kterym pomoci simplexové me-
tody nalezneme optimalni feSeni Ulohy linearniho programovani, ilustrovat velmi
jednoduse, je zapotiebi uvedené skutecnosti zasadit do odpovidajici matematické
teorie. Nyni se proto zaméFime na zavedeni zakladnich pojmi tykajicich se konvex-
nich mnoZin, které ndm umozni odvodit potfebna tvrzeni dokazujici opravnénost
Gvah a postupd uvedenych v predchozi kapitole. Vysledkem bude odvozeni vlast-
nosti mnoZziny pfipustnych ¥FeSeni dlohy linearniho programovani a stanoveni, za
jakych podminek ma tato tloha optimalni FeSeni.

V Casti s ndzvem dualita uvidime, Ze linearni programovani nam neposkytuje
pouze jednostranny pohled na dany problém. Naopak, jak jsme jiz uvedli v prvni
kapitole, vystupem simplexové metody jsou nejen informace a prospésnosti Cini-
telll, ale také informace o uZiteCnosti zdrojli. Ve skutecnosti je mozné nejen ziskat
informace o zdrojich, ale také pohlédnout na utvofeny problém prostfednictvim in-
formaci o zdrojich z druhé strany. Takovy pohled je jisté uzite€ny obecné, protoZe
nam bréani init jednostranna rozhodnuti a prispiva k lepSimu pochopeni podstaty
problému.

2.1 Konvexni mnozZiny

Definice 1
MnoZinu bodd v n-rozmérném prostoru nazyvame konvexni, jestlize spolu s libo-
volnymi dvéma svymi body obsahuje také Gsecku, ktera tyto body spojuje.

Obréazek 4: Priklady konvexnich mnozin
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Obrazek 5: Priklady nekonvexnich mnozin

Poznédmka
V pfipadg, Ze A1, A jsou body n-rozmérného prostoru, pak

e Useckou spojujici body A1, Az rozumime mnozinu vSech bodd, které lze
vyjéadFit ve tvaru
(1—-k)A1+ kA2,

kde £ € (0,1) nebo
k1Aq + k2Ag,

kde k1, ko € <0, 1>a ki + ko =1,
e primkou uréenou body A1, Ao nazyvame mnoZzinu viech bodd tvaru
(1—Fk)A +EkAs,

kde —oo < k > oo . Nabyva-li pfitom k& jenom nezdpornych hodnot, jedna
se 0 polopfimku vychazejici z bodu A, jdouci bodem A . Nabyva-li & hod-
not z (—oo, 1), jedna se o polopfimku vychazejici z bodu A2, jdouci bodem
A;.

Definice 2
Konvexni mnoZzina se nazyva:

e omezena - neobsahuje-li Zadnou polopfimku,

e neomezena - obsahuje-li alespofi jednu polopfimku.

Obrézek 6: Neomezené konvexni mnoziny
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Poznamka
Omezenou mnoZinu lze definovat i tak, Ze pro kazdy jeji bod X = [z1, ..., xy]
plati |z;| < M, (j =1,...,n), kde M je konecné realné Cislo.

Véta 1
Prlinik dvou konvexnich mnoZin je opét konvexni mnoZzina.

Diikaz

Spojnice libovolnych dvou bod lezicich v priiniku dvou konvexnich mnoZin
je podle definice konvexni mnoziny obsaZzena v obou téchto mnoZzinach, a tedy i v
jejich prliniku.

Definice 3
Bod konvexni mnoziny, ktery nelezi na Usecce spojujici dva jiné body této mnozZiny,
se nazyva krajnim bodem mnoziny.

Poznamka

Konvexni mnozina nemusi mit viibec krajni body, napt. vnitfek kruhu (tedy bez
bodd kruznice), mlize mit konecny podet krajnich bodu, nap¥. kvadrant, konvexni
mnohouhelnik, nebo nekonecny pocet krajnich bod{, napt. mnoZziny bodd kruhu
vCetné bodl kruznice apod.

Wi

Obrazek 7: Konvexni mnoZziny bez krajnich bodu

ALCD

Obrazek 8: Konvexni mnoziny s krajnimi body
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Definice 4

Necht’ je dana kone&nd mnozina bodli {A4, ..., A,} C E,. MnoZinu viech kon-
vexnich kombinaci bodll A1, ..., Ay, tj. bodl A tvaru A = k1A + ...+ k,Ap,
kde k; € (0,1),kdej =1,...,nak +...+k, = 1, nazyvame konvexni polyedr.
Bod A;, ktery neni konvexni kombinaci ostatnich bod{i dané mnoziny, se nazyva
vrcholem konvexniho polyedru.

Poznamka
Konvexni polyedr se nazyva také konvexnim obalem bodl Aq,..., A,. Je
to nejmensi konvexni mnoZina obsahujici body Aq,..., A,. Konvexnim obalem

dvou bodU je Gsecka, tFi trojihelnik, Ctyf v roviné Etyfahelnik, v prostoru Gtyfstén,
atd., za predpokladu, Ze zadny z téchto bodl neni konvexni kombinaci ostatnich
bodd, tj. pokud napfiklad tyto body neleZi na jedné pfimce.

2.2 Linearni nerovnosti a jejich geometricka interpretace

V Gvodni kapitole jsme vidéli, Ze soustava omezeni ulohy linearniho programo-
vani je soustavou linedrnich nerovnosti. Nyni se budeme zabyvat geometrickou
interpretaci linedrnich nerovnosti. Z analytické geometrie je znamo, Ze

e linearni rovnici o dvou neznamych ayz; + asxo = b je mozné znazornit
pfimkou, kterd rozdéluje rovinu na dvé poloroviny. V jedné z nich plati
a171 + aswo < b, ve druhé plati ayz1 + aszo > b.

Cili nerovnost o dvou neznamych Ize znazornit polorovinou, ktera znazorfiuje mno-
Zinu vSech feSeni nerovnosti o dvou nezndmych. Poznamenejme jeSté, Ze poloro-
vina je konvexni mnoZina a feSenim soustavy nerovnosti o dvou neznamych je
kazdy bod spolecny viem polorovindm. Zobecnime-li tyto Gvahy na prostory vyssi
dimenze dostavame, Ze:

e linearni rovnici o tfech neznamych a,x1 +asx2+asxs = b odpovida rovina,
ktera rozdéluje trojrozmérny prostor na dva poloprostory. V jednom plati
a171 + asxe + asxrs < bave druhém aixq + asxo + azzs > b.

e Ve vicerozmérné geometrii se Utvar znazorfujici linearni rovnici o n nezna-
mych a1x1+.....+a,x, = bnazyva nadrovinou. Tato nadrovina rozdéluje n-
rozmérny prostor na dva poloprostory. V jednom plati a1z + ... + apz, < b
avedruhém aixi + ... + apz, > b.
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Obecné tedy mnoZiné feSeni soustavy nerovnosti o n neznamych odpovida spo-
leGna Cast poloprostorli znazoriujicich nerovnosti soustavy. Jedna se o konvexni
mnoZzinu, protoZe podle véty 1 je prlinikem konvexnich mnozin opét konvexni
mnozina. To znamen4, Zze mnozina pripustnych feSeni Glohy linedrniho programo-
vani je konvexni.

2.3 Obecné vlastnosti mnoZziny pripustnych reseni

Pro GCely této kapitoly budeme lohu linedrniho programovani formulovat v néa-
sledujicim vektorovém tvaru. Nalézt n-rozmérny vektor

I

»
I

Tn

tak, aby funkce

Z:CTX

nabyla maximalni hodnoty, pfi omezenich

>
vV
o

kde c je n-rozmérny vektor cen, A je matice koeficientll typu (m x n) a b je m-
rozmérny vektor pravych stran. Pfedpokladame, ze m < n, tj jedna se o soustavu
linearné nezavislych rovnic a hodnost matice A je rovna poctu Fadku.

Véta 1 MnoZzina M vSech pFipustnych feSeni Glohy linedrniho programovani je
konvexni s kone¢nym poctem krajnich bodd.

Dilkaz
Skute€nost, Ze mnoZina pripustnych feSeni tlohy linedrniho programovani je

konvexni, vyplynula uz z geometrické interpretace nerovnosti a véty 1 v odstavci
2.1. Zde uvedeme diikaz vyuzivajici algebraickych prostfedkd. Staci ukazat, Ze
kazda konvexni kombinace dvou pFipustnych feSeni je opét pfipustnym feSenim.
Necht’ tedy x; a x2 jsou pFipustna fedeni. Plati tedy

AX1 = b, X1 Z 0

AX2 = b7 X2 Z 0.
Konvexni kombinaci vektorll x1, x2 Ize psat ve tvaru x = kxj + (1 — k)x2, kde
0 < k < 1. Jednoduchym vypoCtem zjistime, Ze

Ax = A(kx1+ (1 —k)x2) =kAx;1 + (1 —k)Axo =kb+ (1—k)b=Db.
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Nerovnost x > 0 je zfejma.
Je tedy x pFipustnym FeSenim a mnozina M pripustnych FeSeni je konvexni.

Nyni ukdZzeme, Ze krajni body mnoziny M jsou pfipustna bazicka FeSeni a Ze
kazdé pripustné bazické feSeni je krajnim bodem mnoziny M.
=
Predpokladejme, Ze Gloha ma bazicka feSeni a pro jednoduchost ho uvazujme ve
tvaru

T
x" = (21,...,Tm,0,...,0),

kde z; > 0,47 = 1,...,m. Podle definice bazického feSeni pak musi prvnich m

vektorll ay, . .., ay, soustavy omezeni tvofit bazi a plati:

181+ ... +Tmam = 0.

PFipust'me nyni, Ze x neni krajnim bodem mnoziny M. Potom je x konvexni kom-
binaci dvou jinych pFipustnych feSeni y a z a tzn., Ze plati:

x=ky+(1—k)z

kde 0 < k < 1.
ProtoZe soufadnice vektorll y, z jsou nezaporné a k, 1 — k jsou kladna Cisla, musi
se poslednich n — m soufadnic téchto vektorl rovnat nule stejné jako u vektoru x.
Mame tedy:

I

v (Y1 s Ym, 0, ..., 0) 2zl = (21, ..., 2m.0, ..., 0).

Déle, protoZe y,z jsou feSeni lohy, plati:

y1a1 + ...+ Ymam

z1ay + ...+ zZmam =

To znamend, Ze vektor b se da vyjadrit rliznymi zplisoby jako linearni kombinace
vektorll baze, coZ je spor, nebot’ vyjadreni kazdého vektoru jako linearni kombi-
nace vektorll baze je jednoznacné. Odtud plyne, Ze x nemdiZe byt konvexni kombi-
naci jinych bodd mnoZiny M, a je tedy krajnim bodem této mnozZiny.

=

Nyni necht’ x = (x1, .., z,) je krajni bod mnoziny a pfedpokladejme, Ze ma prv-

nich & soufadnic kladnych a ostatni nulové. Dokazeme, Ze vektory ay, . . . , ay pFi-
fazené ke kladnym soufadnicim jsou linearné nezavislé, tj. £ < m.
PFipustime-li zavislost, pak vime, Ze existuje takova soustava Cisel d1, . . ., dg,

z nichz alespori jedno je riizné od nuly, Ze plati

diay + ... +dpax =0.
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Soucasné plati, Ze x je feSeni, a tedy
ria1 +...+xpag =0b.

Néasobime-li prvni rovnici libovolnym €islem ¢ > 0 a pFicteme a odeCteme ji od
druhé rovnice, dostaneme

(r1+edy)ay + ...+ (xp +edi)ay = b
(r1 —edy)ay + ...+ (zp — edy)ax

|
op

To znamend, Ze vektory

T = (:L'l—i—Edl—i—...—i—xk—l—&dk,O,...O)
T

z' = (r1+ed;—...—xp+ed,0,...,0)

jsou také fesenimi Glohy linearniho programovani. Pfitom mliZzeme zvolit  dosta-
tecné malé, tak aby prvnich k soufadnic vektorll y, z bylo kladnych, tj. aby y,z
byly pfipustnymi feSenimi. Dale plati, Ze
1 1
X=5Y+5%

ato znamena, Ze x je konvexni kombinaci feseni y, z a nemuzZe byt krajnim bodem
mnoziny M. Dostali jsme spor a z toho vidime, ze kazdému krajnimu bodu lze
priradit m linearné nezavislych vektordi ze soustavy a1, . .., an, tak, Ze soufadnice
odpovidajici témto m vektorlim jsou nezaporné a ostatni nulové.

Celkem tedy krajnim bodlim mnoZiny M odpovidaji bazicka feseni a naopak
pripustnym bazickym feSenim odpovidaji krajni body. Bazickych feSeni je vSak
konecné mnoho a to tolik, kolika zplisoby Ize z n neznamych vybrat m (nebo
m — n) nezndmych, tj.

n
o)

Z toho vyplyva, Ze také krajnich bodl je kone¢né mnoho. Tim je dilkaz véty do-
koncen.

Pro mnoZzinu pripustnych feseni Glohy lineraniho programovani miiZe nastat pravé
jeden z téchto pripadu:

1. M je prazdna.

2. M je omezend, tedy konvexni polyedr.
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3. M je neomezena.

Prvni pfipad pro nas neni zajimavy, nebot’ iloha nema FeSeni.

Ve druhém pfipadé, kdy M je omezena mnoZina, ma Uloha nutné optimalni
feseni, a to v nékterém z krajnich bodt mnoziny M, protoZe Gcelova funkce je
linearni.

Ma-li totiZ mnoZina M r-krajnich bodli x4, . . ., x, mlZeme bez Ujmy na obecnosti
predpokladat, Ze uelova funkce z = ¢’ x nabyva nejvétsi hodnoty na této mnoziné
bodl v bodé x;.

Dale necht’ x je libovolny bod z M, pak

X = k1x1 + koxg + ... + kyXp,

kde k; > 0, a plati >_ k; = 1. Vypocteme-li hodnotu ucelové funkce v bodé x,
dostavame

cle=ke'xs+...+ keclxe < chl(k:l +hot ...+ k)= cT'xy.

To znamend, Ze hodnota Gcelové funkce v libovolném bodé mnoziny M nemlize
byt vétsi neZ v bodé x;.

Ve tfetim pFipadé obsahuje mnozina M kromé konvexniho obalu krajnich bodd
x1,...,, alespofi jednu polopfimku. Pak bud’ uelova funkce c’x dosahuje ma-
xima v nékterém z krajnich bod(, anebo existuje bod x* takovy, Ze c'x* > c¢’'x;
proi = 1,...,r. Bodem x* Ize vést polopFimku z nékterého bodu konvexniho obalu
bodil x4, ..., x,. OznaCime-li tento bod xo mlZeme rovnici této poloptimky psat
ve tvaru (1 — k) xg + kx* = L, ktera cela lezi v M.

Hodnoty ucelové funkce na této polopfimce jsou

cl'(1 - k)xo + keTx* = cTxg + k(cTx* — cT'xg).

ProtoZe c’'x* — c¢I'x¢ > 0, hodnota G&elové funkce neomezeng roste s rostoucim
k, tj. nedosahuje-li Gicelova funkce maxima v nékterém z krajnich bod mnoziny
M, pak jeji hodnoty na mnoziné M neomezeng rostou.

Vyse dokazané vysledky midizeme shrnout do nasledujici véty:
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Véta 2
V Uloze linearniho programovani mohou nastat tyto tfi pfipady:

1. Uloha nema Feseni.

2. Uloha méa konegné optimalni feseni, a to bud’

(@) jeding,

(b) nekone€né mnoho - v tomto pfipadé nabyva Gcelova funkce optimalni
hodnoty v nékolika krajnich bodech mnoZziny M a ve vSech bodech
konvexniho obalu téchto bodd.

3. Ugelova funkce miize na mnoZzing M nabyt libovolng velkych hodnot.

2.4 Dualita

M vevs

jiz zkoumani je dllezité jak z aplikacniho hlediska, tak z hlediska teoretického.
V nasledujici kapitole uvedeme zakladni poznatky z teorie duality v linearnim pro-
gramovani. Ukazuje se, Ze ke kazdé tloze linearniho programovani mtzeme urci-
tym zplisobem pfifadit jinou Glohu linearniho programovani, ktera s ni velmi tzce
souvisi a nazyva se dudlni tloha k plvodni Gloze. Plivodni Gloha se pak nazyva
primarni. VVzajemné souvislosti mezi primarni a dualni tlohou ilustruje nasledujici
priklad.

Zadani tlohy
Podnik vyrabi dva druhy vyrobk{ ze tfi surovin. Mame za Ukol stanovit takovy
plan vyroby, aby bylo dosazeno maximalniho zisku. K dispozici mame tyto Udaje:
e zisk z prodeje kazdého vyrobku (v K¢),
e celkové mnozZstvi surovin, které pfi vyrobé pouzivame (v kg),

e mnozstvi i-té suroviny, které spotfebujeme pfi vyrobé j-tého vyrobku.

Udaje jsou uvedeny v tabulce:
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vyrobek | mnoZzstvi potfebné pro vyrobu (kg) | mnozstvi celkem
surovina | vyrobek 1 vyrobek 2
surovina 1 15 35 500
surovina 2 20 16 3000
surovina 3 8 17 3700
zisk (K¢) 150 230

Formulace ulohy
Oznacime-li pocet kusl vyrobkl Vi a Vo, proménnymi z1, x5, mliZzeme Glohu
formulovat takto:

max z = 150x1 + 230z2

pfi omezenich

15z1 + 3529 < 5000

20x1 + 1622 < 3000

14+ 1722 < 3700
r1,x9 > 0.

Uvazujme nyni, Ze jiny podnik nabizi odkoupeni surovin. Prvni podnik bude
chtit prodat pouze za cenu, ktera se alespon rovna zisku dosazeném pfi vyrobé vy-
robkd V7, Vo. Méame-li minimalizovat ndkupni naklady vychazime z téchto Gdaju:

e celkové mnozstvi surovin, které ma byt odkoupeno,
e uZiteCnost surovin vyjadrena ziskem dosazenym pfi vyrobé Vi, V4,
e mnozstvi i-té suroviny, které potfebujeme k vyrobé j-tého vyrobku.

Udaje jsou uvedeny v tabulce:

surovina mnozZstvi surovin potfebné pro vyrobu | zisk (v K¢)
vyrobek surovina 1 | surovina2 | surovina 3
vyrobek 1 15 20 8 150
vyrobek 2 35 16 17 230
mnozstvi celkem (v kg) 5000 3000 3700

Oznacime-li cenu za kilogram surovin Sy, So, S3 proménnymi vy, yo, y3 mlZzeme
lohu formulovat timto zptisobem:

min w = 5000y, + 3000y2 4+ 3700y3
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pfi omezenich

15y1 + 20y2 +8ys > 150
35y + 16y2 + 17ys > 230
y1,y2,y3 = 0.

Obg predchozi tlohy byly sice sestrojeny s rliznou motivaci, ale vychazeli jsme
ze stejnych Gdajl. Doslo pfitom k vyméné roli pravych stran za koeficienty Gce-
lové funkce a naopak. Matice jedné z Gloh mlZe byt ziskana transponovanim ma-
tice druhé Ulohy. Nabizi se otazka, zda optimalni FeSeni téchto Uloh daji stejnou
hodnotu GCelové funkce. Budeme se proto nyni zabyvat dvojici takto sestrojenych
Uloh obecné.

Definice 1
Dualni Glohou k Uloze nalézt

maxz = C1T1 +...+ Chy

pfi omezenich

apzr + ...+ apr, < b
amir1 + ... + AmnTn < bm
T1,---Tp > 0
nazyvame Ulohu nalézt
minw = b1y + ... + bmYm
pfi omezenich
anyi + ...+ GmaYym = G
aipy1 + ... + AmnYm > ¢y
Yy Ym = 0.

Poznédmka 1
Maticovy zapis obou Uloh ma tvar

max z = CTX
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Ax <
x > 0
a
minw = bly
Aly >
y =2 0
Véta 1

Necht’ x, je libovolné pFipustne feSeni primarni tlohy a yy, je libovolné pfipustné
feSeni dualni tlohy. Potom pro hodnoty ucelovych funkci plati

T T
c xp <b'yp.

Diikaz

T
chp < (ATyp) Xp = ypTAxp < ypr = bTyp .

Véta 2
Necht’ x* a y* jsou takova feSeni primarni, popf. dualni tlohy, Ze plati

cI'x* =bly*.

Potom x* a y* jsou optimalni feSeni této dvojice aloh.

Dllkaz

Necht’ plati ¢’ x* = bTy*.

Potom pro v3echna pfipustna feSeni x, primarni Glohy plati

chp <bly* =cT'x*
a pro vsechna pripustna feseni y, dualni tlohy plati
bly, > c'x* =bly*.

Cili x* a y* jsou nutné optimalni fedeni dvojice dualnich Gloh.
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Véta 3 (Zakladni véta o dualité) Necht’ dualni tlohy maji pfipustna feSeni xp,, y,.
Potom kazda z Gloh ma také optimalni feseni x* , resp. y* a plati ¢’ x* = bTy* .
Pokud jedna z dvojice dualnich Gloh nema pfipustné FeSeni, pak Zadna z nich nema
optimalni feSeni.

Disledek
Pfipustna feSeni x*, y* dvojice dualnich Gloh jsou optimalni pravé tehdy, kdyz
cI'x* =bly*.
Duikaz

Nutnd podminka plyne ze zakladni véty o dualité. Postacujici podminka vy-
plyva z véty 2.

Véta 4

Necht’ x*je optimalni feSeni primarni tlohy a y* je optimalni feSeni dudlni tlohy.
Pokud je po dosazeni vektoru x* do soustavy omezeni primarni Glohy i-ta nerov-
nost splnéna ostfe, pak je i-ta slozka vektoru y* rovna 0. Podobné, pokud je po do-
sazeni vektoru y* do soustavy omezeni dudlni lohy j-ta nerovnost spInéna ostfe,
pak je j-ta slozka vektoru x* rovna 0.

Dikaz
Pro optimalni feeni dvojice dualnich Gloh plati ¢’x* = y*TAx* = y*’b.
Odtud dostavame

Ix* — y*TAX* -0
(CT . y*TA) x* =

y*Tb o y*AX* —
yT(b—-Ax*) = 0,
pfiemz zaroven plati
x*>0 yT>0.

Je-linyni b; — (@i} + aipzh + ... + ainz;,) > 0, musi platit yf = 0,
dale je-li ¢; — (yja1; + y3az; + ... + ymam;) < 0, musiplatitz = 0.
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Priklady k procviceni
K dané aloze linearniho programovani sestrojte Glohu dualni

1.

max z = 20x1 + 14x9

1 +1
—-T -
21 42 >

1 1
51’1-1-51’2 < 60

1

—x
1% S
r1,12 = 0.

N

40

AN

25

max z = 2x1 + T2

31’1 — T2 12

AVARVAN

T+ T2

—r1 + 2z =

v

x1, X2

min z = 400z + 300x2

1800000
168000
0

0.

950x1 4+ 10022
Tx1 + 8x2

<
>
—x1+2z9 2>
>

Ty, T2

min z = 10z9 + dxz + 10x;5

3rg 4+ 2x3+x4 = 100
41 + 29 + 323+ 5y = 180

x1,2T2,73,L4 2> 0.
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Regeni

1.
min w = 40u; + 60us 4+ 25us
1 1
§U1+§U2 > 20
L +1 + > 14
Uy 4 —us + ~u
Uit puetqus 2
ur,ug,uz > 0.
2.

minw = 12u; — 6us + 9us

BU1*U2*U3 2 2
—ur —uz +2uz > 1
u,ug > 0

ug je libovolné.

3.
max w = —1800000u; + 168000us
—50u; + Tug —ug < 400
—100u; + 8uo +2uz < 300
Uy, u2, U3 Z 0.
4,

maxw = 100u; + 180us

du; < 0
3ui +ue < 10
2 +3us < 5
up + duy <
6us < 10

u1, us jsou libovolna.
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2.5 Dualneé simplexova metoda

PFi simplexové metodg jsme vychazeli z libovolného pFipustného bazického feseni
a prechézeli jsme postupné na jina feSeni s vétSi hodnotou ucelové funkce. Jako test
optimality jsme pouZivali nezdpornost vektoru v prvnim fadku simplexové tabulky,
ktery je zaroven feSenim dudlni alohy. Je-li tento vektor nezaporny, fikame, ze ba-
zické feSeni je dualné pFipustné. Je zfejmé, Ze je-li néjaké bazické FeSeni primarné
i dudlné pripustné, je také optimalni.

Casto se viak setkavame s pFipady, kdy nalezené bézické feseni je dualng pri-
pustné, ale neni primarné pfipustné. V takovém pfipadé by pouZziti simplexové me-
tody vyZadovalo zavedeni umélych proménnych. Mlzeme ale zvolit jiny postup,
pri kterém budeme zlepSovat feSeni dualni Glohy, a to tak dlouho, dokud nedo-
staneme bazicke feSeni, které je primarné i dualné pfipustné (a tedy optimalni).
Postup, ktery pFi tom pouzivame, se nazyva dualné simplexova metoda.

Na dualné simplexovou metodu miizeme nahlizet jako na “zrcadlovy obraz"
simplexové metody. Pfi FeSeni ulohy dudlné simplexovou metodou totiZz prova-
dime stejné operace, jako kdybychom feSili prisluSnou dudlni Glohu simplexovou
metodou. AZ na to, Ze pFisluSnou dudlni dlohu nemusime sestrojit pfimo. Z toho
vyplyva, Ze budeme postupovat opacnym zptisobem neZ pfi simplexové metodg.
NejdFive ur€ujeme proménnou opoustéjici bazi a pak teprve proménnou vstupujici
do baze. Pfechod k novému dualné pfipustnému bazickému feSeni je Uplné stejny
jako u simplexové metody. Po konecném poctu krokid dospéjeme k optimalnimu
FeSeni, pokud existuje.

Nyni se budeme duélné simplexovym algoritmem zabyvat podrobnéji.

Algoritmus duélné simplexové metody

Nalezeni dualné pFipustného bazického Feseni
Zavést dopliikové proménné podle potfeby a sestrojit tak soustavu omezeni ve tvaru
rovnic, ktera je ekvivalentni plivodni soustavé omezeni.

Iteracni krok

e proménnou opoustéjici bazi urCime tak, Ze v poslednim sloupci simplexové
tabulky vybereme bazickou proménnou s nejmensim zapornym koeficien-
tem.

e proménnou vstupujici do baze urCime takto:

— v daném fadku vybereme vSechny zaporné koeficienty, které odpovi-
daji nebazickym proménnym
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— vypocteme podily prvkl prvniho fadku simplexové tabulky a vybra-
nych koeficientll leZicich ve stejném sloupci

— do béaze vstoupi proménna, na kterou pfipadne maximalni z téchto po-
dild

e urcime nové bazické reseni.

Test optimality
Vypocet konci, jestlize vSechny koeficienty v poslednim sloupci simplexové tabul-
ky nabyvaji nezapornych hodnot.

lustracni priklad
Pomoci dualné simplexové metody feSte Glohu

max z = —4y; — 12y — 18ys3

Y1 + 3y3 > 300
2y2 + 2y3 > 500
y1,Y2,y3 > 0.

Reseni
Pfevedeme nerovnice na rovnice pfidanim doplfikovych proménnych v, v5

—Y1 - 3ys + v = —300
- 2y2 — 2y3 + yh = =500

Y1, Y2, Y3 =

Yiyy >

Poté provedeme zépis do simplexové tabulky a vybirdme proménnou, kterd bazi
opousti a tu, ktera do ni vstupuje

ylygy;;yiyé
-z | 4112118 0 0| O

y |-1]0]-3 1 0 ]-300
yh | 0] 2]-2 0 1]-500

Z baze vystupuje proménna s (—500 < —300). Vybirdme maximalni z pomérl
—% a —%, takZe do béaze vstupuje proménna y.. Nova simplexova tabulka méa
tvar:
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Yyr Y2 | Y3 yi yé
-z 4 0]6]0 6 -3000
y’l -1 0]-3]1 0 -300
¥y | 0 1 110 —% 250

Z baze vystupuje proménna y;. Vybér maximalniho z pomérl —g a —% urCuje
y3 jako proménnou vstupujici do baze. Nova simplexova tabulka ma tvar:

ooy s | Y| v
—z|2 0[0] 2| 6 |-3600
ys |-1 0] 1[-1] 0 [ 100
y2 |0 1]0] 0 [-3] 150

Test optimality Fika, Ze vypocet konci. ObdrzZeli jsme optimalni FeSeni
(yla Y2,Ys3, y/17 yé) = (07 1507 1007 07 0) .

Podobné jako u simplexové metody miizeme z tabulky identifikovat také optimalni
feSeni dudlni dlohy (2,6,2,0,0).

Priklady k procviceni
Reste Glohu linearniho programovani dualné-simplexovou metodou

1.

minz = x1 + T2

T + X2

1 + 2x9

AVARAVARIY]

Ty, X2

min z = 40x1 + 6029 + 2529

1 1
51'14‘51'2 > 20
1 1 1
— — - > 14
2:B1 + 2$2+ 3.%'3 >

xr1,T2,73 = 0.
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min z = 3x1 + 4xo

6x1 + 2z > 24

3x1 +6x2 > 30

x1,x2 > 0.

4,

min z = 3x1 + 4x9

3r1+4x0 > 12

1+ 222 > 10

x1,r2 2> 0.

Reseni

5 1 _ 5
(07 2 5?0) Ropt. = 2

(24,16,0,0,0) zopr. = 1920

(14 158’0 0) _ 114
v=(

50 5

14 18 _ 114
5750 opt. — 7§
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3 DISTRIBUCNI ULOHY

... 0 by Vam méla prinést tato kapitola:

Mezi ulohy linearniho programovani, které zasluhuji zvlastni pozornost patfi dva
zakladni typy distribucnich uloh - a sice dopravni Uloha a pfifazovaci problém.
V obou pfipadech se jedna o Glohu linearniho programovani s obzvlast’ jedno-
duchou strukturou matice koeficientli. Obg Ulohy je samoziejmé mozné Fesit sim-
plexovou metodou, kterd je univerzalnim algoritmem pro feSeni Gloh linearniho
programovani. Nabizi se ovSsem otazka, zda je mozné vyuzit jednoduché struktury
matice téchto Uloh ke konstrukci specialnich algoritm, které by byly k jejich Feseni
vhodnéjsi nez simplexova metoda.

V nésledujicim textu se budeme nejdFive vénovat dopravni Uloze. Sezndmime
se s metodami slouzicimi k nalezeni jejiho vychoziho pFipustného bazického Feseni.
Potom poukaZeme na souvislost teorie duality s metodou potenciall, ktera slouzi
k nalezeni optimalniho FeSeni dopravniho problému.

Dale se seznamime s moznosti redukovat matici sazeb pro dopravni a pFifato-
vaci problém a popiSeme mad’arskou metodu FeSeni pfifazovaciho problému, ktera
redukce matice sazeb vyuziva.

3.1 Dopravni problém

Obecna formulace dopravni Glohy je analogii ke konkrétni Gloze z Gvodni kapi-
toly. Je ddno m vychozich stanic (podle situace to mohou byt sklady, vyrobni pod-
niky atd.), které nazveme dodavateli, oznaCime je D+, ..., D,,, u nichZ je uloZen
ur€ity druh zbozi v mnozstvich a4, ..., a,,. Toto zboZi je potfeba dopravit do n
koncovych stanic, které nazveme spotfebiteli a oznaCime je Sy,...,S,, jejichZ
pozadavky €ini by, ..., b, jednotek daného zboZi. Pfedpoklada se, Ze nabidka do-
davatelll se rovna poptavce spotfebiteld, tj.

Daéle jsou znamy dopravni naklady na pfepravu jednotky zboZi od kteréhokoli do-
davatele ke kterémukoli spotfebiteli a pfedpokladame, Ze dopravni naklady jsou
konstantni, nezavislé na prepravovaném mnozstvi zbozi (tzn., ze naklady na do-
pravu na kazdé trase jsou pfimo Umérné prepravenému mnozstvi). Dopravni na-
klady od i-tého dodavatele k j-tému spotiebiteli znatime symbolem c;;. Ukolem
je stanovit takovy dopravni plan, aby byly spInény poZadavky spotfebitelll pri dané
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nabidce dodavatelll a naklady na dopravu byly minimalni.Vychozi Gdaje se zapi-
suji do tabulky ve tvaru

S1| S2 | .| Sn
D]. C11 C12 Cin al
D2 Cc21 C22 C2n as
Dm Cm1 C2m Cmn am,
b1 | by | ... | by

Oznacime-li symbolem x;; mnoZzstvi prepravené od i-tého dodavatele k j-temu spo-
trebiteli, miZeme matematicky vyjadFit tuto Glohu ve tvaru

m n
minz:g E CijTij

i=1j=1
To1 + ... + X2 =
Tl + .. + Tmn =
r11 + To1 + Tm1 =
Tin + T2 + Tpmp =

ri; =2 0, i=1,....m j=1,...,n.

Rovnice v této Uloze nejsou nezavislé. Jedna z nich vyplyva z ostatnich. Napf.
seCteme-li prvnich m rovnic a odecteme-Ili od tohoto souctu n — 1 rovnic ze zby-
lych, dostaneme vzdy tu, kterou jsme vynechali. Podobné to plati i naopak - tj.
seCteme-li n poslednich rovnic a odecteme-li od tohoto souctu m — 1 rovnic ze
zbylych, dostaneme vzdy tu, kterou jsme vynechali. Ze specialni struktury matice
soustavy dale vyplyva, Ze vypustime-li ze soustavy dvé libovolné rovnice, pak Zad-
nou z nich neni mozné vyjadfit jako linearni kombinaci zbyvajicich rovnic.

3.1.1 Urceni vychoziho bazického pFipustného reSeni

Ze skutecnosti, Ze v soustaveé rovnic popisujici dopravni problém je m+mn—1 neza-
vislych rovnic, vyplyva, Ze vychozi pfipustné bazické feSeni bude mit m+n—1 ne-
nulovych slozek v pfipadé, Ze je nedegenerované. Pro jeho nalezeni pouzivame me-
tody, které vyuZivaji specialni struktury soustavy omezeni dopravniho problému.
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Metoda severozapadniho rohu

Tato metoda urci pfipustné bazické feSeni zcela mechanicky bez zfetele na hod-
noty sazeb c;;. Je velmi jednoducha a rychla, ale vychozi pfipustné bazicke feSeni,
které pomoci ni nalezneme, neni obvykle pfili§ dobré.

PTi této metodé postupujeme z levého horniho (severozapadniho) rohu tabul-
ky do pravého dolniho rohu tabulky, pficemZ se snaZime obsadit pfislusna pole
co nejvétsi hodnotou. Za€iname tedy proménnou x11, které pfifadime co nejvétsi
hodnotu, tj.z11 = min {a1,b1} . Dale, jestlize x;;byla posledni vybrana bazicka
proménna, vybirame jako dalSi proménnou x; j41, jestlize i-ty zdroj jesté nebyl
zcela vyCerpan. V opaCném pripadé vybirame jako dalSi proménnou ;1 ;.

Priklad
Pomoci metody severozdpadniho rohu najdéte vychozi pfipustné bazické re-
Seni dopravniho problému daného tabulkou:

S1| Sy | S3 | Sy
Dl 3 5 2 1 50
D2 4 7 5 3 70
D3 2 9 6 4 90
30 | 40 | 40 | 100 | 210

Reseni

Zatneme pFifazenim z11; = 30, ¢imZ je uspokojena poptavka prvniho spotfebitele
a prvni sloupec tedy vylu€ujeme z dalSich Gvah. Prvni zdroj nebyl zcela vy€erpan,
a tak vybirame jako dalSi bazickou proménnou proménnou z; 141 = z12 = 20.
Tim je prvni zdroj vyCerpan a pokraCujeme pfifazenim z1112 = x12 = 20.
Pokracujeme-li timto zplsobem dale, ziskame vychozi pFipustné bazické feseni
uvedené v tabulce:

S1 Sy | S3 | Sy
Dy | 303 |20° | -2 -1 ] 50
Dy | -* 1207 ]40°[103]| 70
Ds | -2 -9 -6 7907 90
30 | 40 | 40 | 100 | 210

Hodnota Gcelové funkce v tomto vychozim bazickém feSeni je 920. Vyhodou této
metody je rychlost, nevyhodou je, Ze nepfihlizime k velikosti sazeb za dopravu.
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Vogelova metoda

| kdyz metoda severozapadniho rohu umozfiuje rychlé nalezeni vychoziho pfFi-
pustného bazického Fedenti, je tato jeji dilCi vyhoda zcela eliminovana skute¢nosti,
Ze pri obsazovani poli nebylo pfihlizeno k jednotlivych sazbam. Z téchto diivodu je
hodnota ucelové funkce v tomto feSeni obvykle ,,velmi vzdalena“ optimalni hod-
noté. Proto budeme dale vénovat pozornost Vogelové metodg, ktera sice neumoz-
nuje nalézt vychozi pripustné bazické feSeni tak rychle jako u metody severoza-
padniho rohu, ale dava v naprosté vétsiné pfipadi mnohem lepsi aproximaci opti-
malniho fedeni. Jeji podstata je nasledujici:

Pro kazdy fadek a sloupec simplexové tabulky vypocteme rozdil mezi nejmen-
§i a druhou nejmensi sazbou. Tyto rozdily zapisujeme za pfislusny fadek a pod
prisludny sloupec. V fadku nebo sloupci s nejvétSim rozdilem hledame pozici s
opacném pripadé by obsazené pole s nejblizsi vyssi hodnotou zpdisobilo pomérné
znacné zvyseni hodnoty ucelové funkce. Jestlize obdrzime vice stejnych rozdild
z hlediska fadku i sloupce. Obdrzime-li vice sedlovych bodd, volime ten, jemuz
prisludi vy3si soucet fadkové a sloupcové diference mezi jednotlivymi sazbami.

Priklad
Vogelovou metodou najdéte vychozi pfipustné bazické feSeni dopravniho problému
daného tabulkou

S1| Sy | S3 | Sy
D1 3 5 2 1 50
D2 4 7 5 3 70
D3 2 9 6 4 90
30 | 40 | 40 | 100 | 210

ReSeni

PYi FeSeni zaCneme vypoCtem Fadkovych a sloupcovych diferenci. Je potfeba
si uvédomit, Ze pFi postupném obsazovani policek v tabulce nékteré diference pre-
stanou byt aktualni a je nutné pro prislusné radky Ci sloupce vypocitat nové. Dife-
rence, které prestaly byt aktualni, jsou presSkrtnuty a za (pod) nimi jsou vypocteny
aktualni hodnoty.

Nejvyssi obdrzena diference ma hodnotu 3 a plati pro treti sloupec. Obsadime
tedy pole (1,3) nejvyssi moznou hodnotou, tj. z13 = 40. Tim je vyCerpana po-
ptavka tfetiho spotfebitele a tfeti sloupec vylou¢ime z dalSich Gvah. Zaroven je
nutné prepocCitat vSechny fadkové diference, protoze jiz nejsou aktualni. Po pre-
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poCtu jsme ziskali nejvétsi diferenci 2 v prvnim fadku a prvnim a druhém sloupci.
Hledame tedy sedlovy bod, kterym je pozice (1,4) a klademe z14 = 10. Nyni je
pro zménu nutné prepocitat vdechny sloupcové diference, protoZe kapacita prvniho
dodavatele byla vyCerpana. Opét mame hodnotu nejvyssi diference 2 a hledame
sedlovy bod, kterym je pozice (3, 1), a tedy xz3 1 = 30. PfepoCet fadkovych dife-
renci dava nejvyssi hodnotu 5 pro tfeti fadek a klademe x34 = 60 . DalSi postup je
vynucen.

S1 | S2 | S3 | Si
Dy | -3 [ -5 [40%]10'| 50
Dy | - [407] -5 1303]| 70
D5 | 302 | -9 -6 1604 90
30 40 40 | 100 | 210

Hodnota ucelové funkce v obdrzeném vychozim pfipustném béazickém FeSeni je
760.

Poznédmka
Metoda severozapadniho rohu a Vogelova metoda slouzi k nalezeni vychoziho
pripustného bazického feSeni, nikoli optimalniho feSeni dopravniho problému.

3.1.2 Simplexovy algoritmus pro dopravni problém

NeZ se budeme vénovat otazce, jak urcit u dopravniho problému proménnou vstu-
pujici do baze a proménnou opoustéjici bazi, vSimnéme si, co by nastalo, kdy-
bychom nékteré z poliCek, které prislusi nebazickym proménnym, obsadili nenu-
lovou hodnotou. Uvazujme Ulohu z pfedchoziho odstavce a jeji bazické feSeni zis-
kané metodou severozapadniho rohu, viz tabulka:

Si | Sa | S35 | S
D; [303]20°| -2 | -1 | 50
Dy | -* 207 |40° | 102 | 70
Dy | -2 ] -9 ] -6 190%]| 90
30 | 40 | 40 | 100 | 210

Pfesufime nenulové mnoZstvi zboZi na pozici (1, 3), napf. x13 = 1. Tato zména
si vynuti nasledujici fetézec zmén na dalSich polickach tabulky. Hodnota proménné

e 115 poklesne z 20 na 19,
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e 199 Vvzroste z 20 na 21,

e 193 poklesne z 40 na 39.

Mohlo by se zdat, Ze v (vahu pfichazi je5té moZnost zmény hodnoty proménné 11
z 30 na 29. Tato zména by si vSak vyZadala obsazeni nékteré z pozic (1,2), (1, 3)
hodnotou 1. To by bylo v rozporu s tim, co obnasi pfechod k jinému béazickému
feSeni, tj. vynulovani jedné proménné (opoustéjici bazi) na Ukor jiné proménné
(vstupujici do baze). V tomto pFipadé by dvé nebazické proménné nabyly nenulové
hodnoty, coz by sice vedlo k nalezeni pfipustného feSeni, ale nebazického.

Budeme-li tedy dale zkoumat zménu proménnych 13, z12, x22, T3, Zjistime,
Ze se u nich fetézec zmén uzavrel, tj. jinymi slovy pfipadna jind zména hodnoty
proménné x13 Se projevi pouze zménou hodnot x19, x99, o3, zatimco hodnota
ostatnich bazickych proménnych se nezméni. Tento fetézec zmén nazyvame uza-
vienym okruhem a v tabulce dopravniho problému ho mizeme nazorné vyznacit,
viz obrazek 9. Lze ukazat, Ze pro kazdé neobsazené policko v tabulce problému
existuje pravé jeden uzavfeny okruh.

AL

5
Ry

Obrazek 9: Uzavreny okruh

Napisme plivodni hodnoty proménnych, které tvofi uzavieny okruh, do po-
sloupnosti podle nasledujiciho klice - na prvnim misté bude proménna x5 a kazdy
dalsi €len se bude od pfedchoziho liSit pouze v jednom indexu. To dava dvé moz-
nosti usporadanti:

(713, x12, T22, w23) = (0,20, 20, 40)
(w13, 223, T22, ¢12) = (0,40,20,20) .

Pfipadna zména prvniho ¢lenu posloupnosti, tj. narlist proménné z3, vyvola po-
kles o stejnou hodnotu u vech sudych Elenli posloupnosti a nardist o stejnou hod-
notu u viech dalsich lichych ¢lenli (vSimnéme si, Ze aZ na poradi jsou liché a sudé
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cleny ur€eny jednoznacng). ProtoZe proménné x;; maji byt nezaporné, milze na
sudych mistech posloupnosti dojit k poklesu o hodnotu rovnajici se minimalni hod-
noté z téchto proménnych, v naSem pfipad€ min {20, 40} = 20.

Na pozici (1, 3) mizeme tedy pfesunout hodnotu 20 s nasledujicim vysledkem
(213, 12, T22, T13) = (20,0, 40, 20), coZ dava spolu s ostatnimi proménnymi jiné
bazickeé FeSeni a ve vztahu k interpretaci dopravni Glohy také ekvivalentni pfepravni
plan z hlediska uspokojeni poptavky a nabidky.

Zbyva zjistit, zda tato zména vyvola zvyseni Ci sniZzeni hodnoty G€elové funkce.
To lIze zjistit snadno porovnanim nakladd na lichych a sudych pozicich, v nasem
pfipadé 2 + 7 < 5 + 5. Rozdil €ini 1 ve prospéch lichych pozic a znamena to,
Ze presunem uSetfime za kazdou jednotku pfepravovaného zboZzi jednu jednotku
financnich nakladu.

Z uvedeného postupu je nyni zfejmé, jak vypada iteracni krok. Ke kazdému
volnému poliCku najdeme pFislusny uzavieny okruh (je dan jednoznacné). Vy-
pocteme rozdil mezi plivodnim a ekvivalentnim prepravnim planem a volime jako
proménnou vstupujici do baze tu, na kterou pFipadne nejvétsi z téchto rozdild (je
zfejmé, ze bereme v Uvahu pouze rozdily vedouci ke zlepSeni hodnoty ucelové
funkce). Tento postup je vSak pracny a zdlouhavy. Je pfi ném nutné urCit uza-
viené okruhy ke kazdému volnému policku. Tyto okruhy mohou byt u vétSich tloh
znatné komplikované. V dalSim odstavci proto odvodime vypocetné jednodussi
metodu, které se fika metoda potenciald.

Ukol k procviceni

| u metody potencialll se vyuziva uzavienych okruh(, i kdyZ ne v takové mife,
jako u vySe uvedeného postupu. Je tedy vhodné se v jejich hledani procvicit. Na-
leznéte vSechny dal$i uzaviené okruhy v tabulce, které pFislusi nebazickym pro-
ménnym.

3.1.3 Metoda potencialll

Tato metoda je zaloZena na poznatcich o vztazich mezi duélnimi Glohami. Sestroj-
me tedy dudlni Glohu k dopravni Gloze. Za timto G¢elem oznacime duélni proménné
pfifazené k fadkovym omezenim jako uq, ..., u,, a proménné prifazené sloupco-
vym omezenim jako vy, ..., v,. Potom bude mit dualni Gloha tvar

maxw = a1 + ... + Uy, + b1v1 + ... + by,

ur+vr <cin o us+vr <o ... Uyt U1 S o
up+vy<cl2 uztva<coa2 ... Uptv < Cp2
up+vp < ey Uzt v < Cop oo Uy Uy S O

59



ProtoZe omezeni dopravniho problému jsou rovnice, mohou dualni proménné na-
byvat i zapornych hodnot. Podle véty 4 z kapitoly o dualité musi byt p¥i optimalnim
feSeni jedno z dvojice dualnich omezeni spInéno jako rovnost. Tedy, mame-Ili ne-
nulovou slozku pfipustného bazického feseni x;; > 0, pak pFislusné omezeni je
spInéno jako rovnost, tj. u; + v; = c;j.

ProtozZe v nedegenerované dopravni Gloze méa bazickeé feSeni m + n — 1 nenu-
lovych slozek, dostdvame m + n — 1 rovnic. Tato soustava obsahuje viech m + n
neznamych wu;, v;, coz plyne z toho, ze vkazdém fadku Ci sloupci je alespon jedna
bazické proménna. Mame tedy moZnost jednu proménnou zvolit libovolngé a ostatni
dopocitat postupnym dosazovanim do soustavy rovnic. Plyne to z vlastnosti bazic-
kého feSeni nedegenerované tlohy, Zze Zddna bazicka proménna neni sama soucasné
v Fadku i sloupci a na druhé strané alespon jedna je sama v fadku nebo sloupci.

Po vypoCteni proménnych u;, i = 1,..,m av;, j = 1,..,n ovéfujeme, zda
jsou vdechna omezeni dualni Glohy splnéna, tj. zda plati u; + v < Cij. Pokud plati
pro néktera i, j, ze u; + v; > c;;5, nemame optimalni feSeni. ReSeni je pak mozné
zlepsit dosazenim promeénné x;; do feSeni. Uvedené skuteCnosti shrneme do véty.

Véta
Reseni X = {x;;} dopravni tlohy je optimalni pravé tehdy, kdyz existuji Cisla
Ui, - .., Um a01,. .., (NAzyvana potencialy) takové, Ze podminky

ui +v5 < ¢,

nazyvané Kritéria optimality, plati pro vSechna i, j .

Na zakladé vyse provedenych Gvah mlizeme sestavit nasledujici postup pfi
zlepSovani feSeni dopravniho problému:

1. Sestavit soustavu rovnic, jejimz feSenim jsou potencialy ; a v;.
2. Vepsat do volnych poliCek pfislusné soucty u; + v;.
3. Zjistit, zda v nékterych polickach plati u; + v; > c;;.

4. V dal3im kroku jedno z téchto policek obsadit, a to nejlépe policko, pro néz
je hodnota u; + v; — ¢;; nejvétsi, timto zplsobem:

(a) sestavit uzavieny okruh pFislusny k tomuto policku,
(b) zjistit nejmensi hodnotu na sudych poli¢kach v okruhu - toto €islo ode-

~ews

Cist od vSech hodnot v sudych polickach a pficist ke vSem hodnotam v
lichych polickach.
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Re3me tedy Glohu danou tabulkou, mame-li jeji vychozi pFipustné bazické feseni
nalezené metodou severozapadniho rohu.

Si | Sa | S5 | Si
D; 303 ]20°] -2 | -T [ 50
Dy | -* 207 |40° | 102 | 70
Dy | -2 -9 ] -6 190%| 90
30 | 40 | 40 | 100 | 210

Nenulovych hodnot nabyvaji proménné x11, x12, T2, T23, To4 & T34. Pro tento pri-
pad obdrZzime soustavu Sesti rovnic

Uy +v =
Uy +vy =
U2 +v2 =
U2 +v3 =

U2 +v4 =

B W Ol N ot w

Uz +v4 =

Zvolime us = 0 a postupnym dosazovanim vypocteme hodnoty ostatnich promeén-
nych. Soutty u; + v;, odpovidajici jednotlivym poli€kiim, jsou vepsany v levém
dolnim rohu téchto policek. Dostavame nésledujici tabulku rozsifenou o hodnoty
proménnych u;, v;.

S1 | S2 | S3 | Si u;
Dy |33 ]20° 5 2| ;1T 50 -2
Dy | 5 172071405103 70 0
D3| 215 9] 66 19%] 9 1
30 40 40 100 | 210
(w5 7[5 ]3] [ |

Nerovnost u; + v; > ¢;; plati pro policka (1,3),(2,1),(3,1) a nejveétsi rozdil
u; + v; — ¢;; obdrzime pro policko (3,1).
Uzavfeny okruh tvofi proménné
($317 L34, 224, T22,T21, l‘ll) = (Oa 907 107 207 207 30) )

pficemZ minimalni hodnota na sudych pozicich je 20 a odeCteme-li ji od vech
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hodnot v sudych polickéach a pficteme ke vSem hodnotam v lichych polickéach do-
staneme
(w31, %34, 24, T22, 21, 711) = (20, 70, 20, 0,40, 10) .

ObdrZeli jsme nové bazické feSeni dané tabulkou:

Sl SQ Sg S4 U;
Dy | 10° | 40° | 72 |5 '] 50 | 2
Dy | 123 7]40°[303] 70 0
Dy [ 2024 9] 6% ]70%] 90 1
30 40 40 | 100 | 210

(w2 [3]585 3] [ |

Proces dale pokraCuje, dokud nenajdeme optimalni feSeni. Dale uvadime jen jed-
notlivé tabulky a pFislusné okruhy jako voditko. Sestaveni rovnic vcetné vypoctu
hodnot potencialdl ponechavame Etenéfi jako cviceni. V dal$im kroku hledame uza-
vieny okruh pro policko (1, 3). Tvofi jej proménné

(213, 11, @31, T34, T24, T23) = (0,10, 20,70, 30,40) .

Nové bazické rfeSeni ma tvar:

St | So | S3 | Sy wi
Dy | 5,3]40° 102, '| 50 || -3
Dy | 1% g 7]30°[403] 701 0
Ds| 302 [ g 9]¢ 6160%] 90 || 1
30 | 40 | 40 | 100 | 210
(v 2 [ 8]5[3 ] [ |

V poslednim iteracnim kroku sestavujeme uzavfeny okruh pro policko (2, 2). Tvofi
jej proménné
(222, w23, 213, T12) = (0,30, 10,40) .

Optimalni bazické feSeni ma tvar:

S | Sy | S3 | Sy u;
Dy | _;3l10°]402%2|; '] 50 | -2
Dy | 14 1307] 25 [403] 70 || O
D3| 302 | g 93 6]60%] 90 || 1
30 | 40 | 40 | 100 | 210




Priklady k procviceni
U nésledujicich dopravnich tloh
e naleznéte vychozi pfipustné bazické feSeni metodou severozapadniho rohu,

e naleznéte vychozi pFipustné bazickeé feSeni Vogelovou metodou,

e pouzijte lepsi FeSeni a metodou potencialll naleznéte optimalni fesent.

Jsou-li prepravni Udaje zadany nasledujici tabulkou

1.
51 SQ 53 S4 55 nabidka
Dy 8 6 3 7 5 20
Dy 5 13 8 4 7 30
D3 6 3 9 6 8 30
Dy 0O 0 O 0 o 20
poptavka | 25 25 20 10 20
2.
51 52 53 S4 55 nabidka
1 4 7 5 2 6 4
Dy 6 4 13 7 3 6
Ds 7 5 2 8 5 6
Dy 0O 0 0O 0 o 4
poptavka | 4 5 5 4 2
3.
ST Sy Sy Sy S; Se nabidka
Dy 20 39 58 26 44 O 5
Dy 26 90 42 28 32 O 6
Dy 0 12 22 6 9 O 7
Dy 18 22 46 36 38 O 4
D5 48 56 72 60 68 O 3
poptdvka | 5 6 5 3 4 2
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Reseni doplnit!

3.2 Redukce matice sazeb

Necht’ je dan vyrovnany dopravni problém

m n
minz = E E(%mﬁ

i=1j=1
pfi omezenich
n
DT = @
j=1
m
D @i = b
=1
Tij > 0, izl,...,m, j:].,,n

Upravme nyni matici sazeb (c;;) = C tak, ze v kazdém fadku pficCteme k saz-
bam urcité Cislo a; a podobné v kazdem sloupci pfiCteme k sazbam urcite Cislo j3;.
Misto plivodni matice dostaneme pozménénou matici sazeb C' = (¢;; + a; + 3;).
Nyni vyvstava otazka, zda tato zména ma vliv na feeni Glohy.

Zména sazeb se netykd omezeni dopravniho problému, méni se pouze Gcelova
funkce. Pro novou ucelovou funkci plati

m n m n m n
(cij + i+ Bj)wig = D> ci + Y 0i ) wig+ > By wij =
=1 j=1 =1 =1

1 i=1j=1

m n
:z+Zaiai—|—Zﬁjbj.
i=1 j=1

Protoze vyraz > | aja; + Z;;l b, je konstanta (jeji velikost zavisi na hodno-
tach «; a 3;), znamena to, Ze optimalni feseni tlohy s pozmeénénou tcelovou funkci
bude stejné jako u ulohy pdvodni, s tim rozdilem, Ze hodnota Gcelové funkce se

zvysi o konstantu 37 cva; + Y74 B;b; . Mlzeme proto formulovat nasledujici
VEtU.

=y

m n
i=1j=

Véta 1

Pricteme-li k sazbam v jednotlivych fadcich vyrovnaného dopravniho problému
libovolna Cisla a;, ..., oy, a k sazbam v jednotlivych sloupcich libovolna Cisla
B1, ..., Fn, bude mit takto pozménény problém stejné optimalni feseni jako pl-
vodni problém, ale hodnota UCelové funkce se zméni o konstantu > aya; +

> =1 B;bj.
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Tento poznatek vyuZijeme v nasledujicim odstavci pfi feSeni dopravniho problému
pomoci tzv. mad’arské metody.

3.3 P¥ifazovaci problém

PFifazovaci problém je speciélni pfipad dopravniho problému o stejném poctu Fadku
a sloupctl, u kterého jsou vdechna Cisla vyjadfujici nabidku a poptavku rovna 1, tj.

ai=1,i=1,...,m,bj=1,j=1,...,m. Redime tedy Glohu
m m
minz = ZZcija}ij
i—1j=1

pfi omezenich

n
ayy = 1, i=1,....m
7=1
m
iy =1, j=1...,m
=1
Tij > O, izl,...,m, j:].,,m

vvrs

Jedna se o nejjednodussi distribu€ni Ulohu. Mezi jeji Casté aplikace patfi napfr.
tloha o pfifazeni praci néstrojéim a tloha obchodniho cestujiciho. Reseni pifazo-
vaciho problému je zjevné degenerované. Kazdé bazické feSeni ma praveé m obsa-
zenych policek v tabulce misto potfebnych 2m — 1. Pocet vSech moznych feSeni
je m! a pro velké hodnoty m je nemozné proveérit vsechny moznosti. Nejcastéjsi
pouzivanou metodou pro FeSeni pfifazovaciho problému je mad’arskd metoda, o

které pojedndvame v nasledujicim odstavci.

3.3.1 Madarsk& metoda feSeni pfifazovaciho problému

Mad’arska metoda vyuZiva skutecnosti, Ze optimalni feseni Glohy zlistane nezmé-
néno (az na hodnotu Gcelové fce), pokud se provede redukce matice sazeb. PFi
FeSeni provadime takovou redukci, ktera vede k vytvoreni nul v redukované matici
C'. Policka odpovidajici nuldam v matici C” odpovidaji totiz minimalnim hodnotam
v matici plivodni C, tj. jsou to ofekavané slozky optimalniho feseni. Mlizeme sa-
mozfejmé obdrzet vice nul, ze kterych je nutné vybirat, nebo naopak nedostatecny
pocet nul (je nutné proveést dalsi redukci).

Podstata algoritmu navrzeného Kuhnem spociva v hledani maximalniho poctu
nezavislych nul v matici C' a jejich pripadnych redukcich.
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Definice 1 Nulové prvky matice C typu nan nazveme nezavislé, pokud se nachazi
v rliznych Fadcich a sloupcich (tj. v kazdém fadku a v kazdém sloupci mize leZet
pouze jedna nezavisla 0).

V dalsim budeme nékteré fadky a sloupce matice znaCit znaménkem +. Prvky,
které lezi v takto oznacenych Fadcich popf. sloupcich nazveme oznagené. Postup
pti oznacovani prvki vysvétlime v algoritmu.

Algoritmus mad’arské metody

Pripravna etapa

V kazdém sloupci matice C' typu nan nalezneme minimalni prvek a ode¢teme ho
od vsech ostatnich prvk{ v daném sloupci. Potom v kazdém fadku nalezneme mi-
nimalni prvek a ode¢teme ho od vSech ostatnich v daném fadku. Tim dostavame
matici, kterou budeme znacit symbolem Cj. Tato matice obsahuje v kazdém Fadku
a v kazdém sloupci alespon jednu 0.

V prvnim sloupci najdeme 0 a oznaCime ji *. Potom postupné v dalSich sloup-
cich zkoumame nuly, které nelezi v fadcich obsahujicich 0*. Tyto nuly rovnéz
oznacime symbolem *. V kazdém ze sloupcll vybirame pouze jednu nulu, u které
délame *. Pak nuly oznacené hvézdiCkou tvofi nezavisly systém nul.

V pfipadé, Ze poCet nezavislych nul je n , algoritmus koncCi. V opacném pripadé
prechazime k jednotlivym iteracim, tj. v pfipadé, kdy pfi k-té iteraci matice C, ob-
sahuje méné nez n nezavislych 0*, pfechazime ke (k + 1) iteraci. Pfed zaCatkem
kaZzdé z iteraci oznaCime znaménkem + vSechny sloupce matice C}, které obsahuji
0*.

Poznamka

V priibéhu algoritmu mad’arské metody délame u nékterych nul hvézdicky a u
jinych zase ¢arky. V souvislosti s tim hovorime z jazykovych dlivod{ o oznadovani
nul hvézdickou nebo ¢arkou. Je potfeba si ale uvédomit, Ze oznacenost ve smyslu
predchozi definice znamena, Ze dana nula leZi v Fadku Ci sloupci se znaménkem +,
a ne to, zda jsme u ni udélali hvézdiCku nebo carku.

Iterace se sklada ze t¥i krok{

1. V pFipadé, Ze mezi neoznacenymi prvky matice Cy, neexistuji nuly, pfejdeme
ke kroku €. 3. V opatném pfipadé mohou nastat dvé moznosti:

(a) Rédek, ktery obsahuje neoznageny nulovy prvek, obsahuje zarovefi 0*.
Takovou neoznacenou 0 oznacime Céarkou (0') a souCasné oznaCime
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prisludny fadek zprava znaménkem + a zruSime znaménko + nad sloup-
cem, ve kterém lezi dana 0*, tim, Ze ho dame do krouzku.

(b) Rédek, ktery obsahuje neoznagenou nulu, neobsahuje 0*. Potom tuto
nulu oznaCime ¢arkou a pfejdeme ke 2. kroku.

2. Vychazime z 0/ v fadku, ktery obsahuje 0* (pfipad 1b), a vytvofime fetézec
z nulovych prvkl matice C), takto:
od (', nalezené v obodé (1b), k 0*(pokud existuje), ktera se nachazi ve stej-
ném sloupci, a dale od 0* k 0, kterd se nachazi ve stejném Fadku. Jinymi
slovy, fetézec vede od 0’ k 0* po sloupcich, od 0* k 0" po Ffadcich. PFi vytva-
feni Fetézce zaciname a koncime vzdy v 0. Po vytvoreni fetézce zaménime
na tomto fetézci 0’ za 0* a naopak. Tim se poCet nezavislych nul zvétsi o
jednu a pokud je jejich pocet mensi neZ n, prejdeme znovu ke kroku 1.

3. K tomuto kroku pfechazime tehdy, kdyZ po 1. kroku mame vSechny nuly
oznacené (pfipad 1a). Z neoznacenych prvkli matice C} vybereme mini-
malni a jeho hodnotu odecteme od vsech prvki matice Cj, leZicich v jejich
neoznagenych fadcich a pFicteme ke viem jeho prvklim matice Cj, lezicim v
oznacenych sloupcich. Dostavame matici (', ktera obsahuje alespon jednu
neoznacenou nulu. Znovu prejdeme k 1. kroku.

Poznamenavame, Ze pfi pfechodu od matice Cj, k C}. pfenaSime viechna
oznaceni z Cj, do C7,.

Iterace konCi vzdy po 2. kroku jehoz vysledkem je matice Cj 1.

Smysl oznacovani fadkl a sloupcti matice znaménkem + vyplyva z nasledujici véty

Véta 1 (KUHN)

Maximalni poCet nezavislych nul, které mizeme v dané matici C' typu nazn vybrat
se rovna minimalnimu poCtu znamének +, kterymi je mozné oznacit viechny jeji
nulové prvky.

Dilkaz

Necht’” minimalni pocet znamének + je p, pficemz z toho je r pro fadky a s pro
sloupce, Cili » + s = p. PoCet nezavislych nul nemdize byt vétsi nez p, protoze v
kazdém Fadku a sloupci mize byt jen jedna nezavisla 0.

Naopak nezavislé nuly, které jsou obsazeny v r oznacenych fadcich, musi le-
Zet ve zbyvajicich sloupcich. Kdyby to tak nebylo, tj. pokud by leZzely v & < s
sloupcich, potom by r + k Fadkd stacilo na pokryti véech nul v matici, coZ je v roz-
poru s predpokladem, Ze p je minimalni poCet znamének. Tj. kromé nezavislych
nul lezicich v r» oznaCenych fadcich musi byt jesté s nezavislych nul ve sloupcich.
ProtoZe podobné mliZeme argumentovat i v opaéném poradi, Cili dokazat, Zze kromé
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nezavislych nul v s sloupcich musi byt » nezavislych nul v fFadcich, znamena to, ze
pocet nezavislych nul nemdiZze byt mensi nez r + s.
ProtoZe vétsi nemdiZe byt, rovna se presné r + s = p.

Poznédmka

Algoritmus bude podobny také pro Glohu, v niz se Ucelova funkce maximali-
zuje. Rozdil je v tom, Ze v pfipravné etapé nejdfive vybereme maximalni prvek
a kazdé Cislo v daném sloupci od tohoto prvku odeCteme. Potom nalezneme mi-
nimalni prvek v kazdém fadku a odeCteme jej od vSech ostatnich (v pfislusném
fadku). Déle pokracujeme stejné.

Vybér maximalniho prvku a odgitani ostatnich prvki od tohoto prvku je ekvi-
valentni s prevracenim znamének (CimZ prevadime maximalizacni Glohu na mi-
nimalizacni nebo naopak), vyb&rem minimalniho prvku (ktery je zaporny) a jeho
naslednym odectenim od vSech ostatnich.

Priklad

Stavebni podnik ma k dispozici 7 jerabl, které ma prepravit na jina pracovisté.
Vzdalenosti mezi stanovisti jefabll a jejich novymi pracovisti jsou dany v nasle-
dujici matici. Ukolem je nalézt plan prepravy jefabl, pfi kterém by bylo ujeto
nejméné kilometrél. Radky matice predstavuji jednotliva nové pracovists, sloupce
pak plivodni stanoviste.

noveé pracovisté
1 2 3 4 5 6 7

1|16 27 28 9 14 5 17
2117 19 16 18 15 10 11
soutasné 3|20 16 19 9 18 11 17
stanovisté 4 |21 13 12 11 14 8 18
5122 11 12 4 17 13 14
6120 13 16 12 19 8 11
7125 11 17 9 21 14 12
Reseni

Vysledkem pripravné etapy, ve které provadime redukci matice sazeb, je matice
Cp. Po provedni sloupcové redukce bylo nutné provést jesté fadkovou redukci v
pripadé tretiho radku.
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+ * + + -

0* 16 16 5 0 0 6

1 8 4 14 1 5 0

c=l0 1 3 1 0 22

0[5 2 0 7 0 37
6 0070 0 3 8 3t

4(2 4 8 5 30

9 '0 5 5 7 9 1

ProtoZe jsme nalezli jen 5 nezavislych nul, pfejdeme k prvni iteraci. Na matici
Co aplikujeme 1. a 2. krok. Proch&zime-li prvky ve ¢tvrtém sloupci, najdeme neo-
znacenou 0 na pozici (5,4). Podle (1a) oznaCimte tutu 0 Carkou a rusime znaménko
+ nad druhym sloupcem a paty fadek oznacime znaménkem +. Dale prochazime
druhy sloupec (nyni je neoznaceny) a nachazime v ném neoznacenou 0 na pozici
(7,2). Podle (1b) ozna€ime tuto nulu Carkou a pfechazime ke 2. kroku. Vytvarime
fetézec sloZeny z pozic (7,2),(5,2), (5,4). Zaménénim 0’ za 0* obdrZzime matici
Ch.

P + F F <+ +
0* 16/ 16 5 0 0 6]+
1 /8] 4 14 1 5 0
c=|/0 13 1 0 2 2]+
o= |5 |2/ 0 7 0O 3 7|[+"™
6 00/ 0 0 3 8 3|+
4 |2 4 8 5 30
9 074 5 5 7 9 1
o+ +
(0*1716500'7+
O'Wo*i
|0 2 3 1 0t 2 3
~C'Els 3 o 7 o 3 8|+
6 1 0 0 3 8 4]+
3 2 3 7 4 2 0
8 0 4 4 6 8 2

Protoze nezavislych nul je stile méné nez je pozadovany pocet 7, pfechazime
k dal3i iteraci. Postupné nachazime neoznacené nuly na pozicich (1,6),(3,1) a
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(4,5). Ve vSech pFipadech nastava situace (1a), tj. ruSime + nad pfisluSnym sloup-
cem a délame + za prislusny fadek.

ProtoZe nyni mame vSechny 0 oznacené, pfechazime ke 3. kroku, kdy je nutné
vytvorfit v matici dalSi 0. Dostavdme tak matici C, v niz nachazime neoznace-
nou 0 na pozici (2, 1) (pfipad 1a). Dale nachazime neoznacenou 0 na pozici (6, 7),
cozZ je pripad (1b), a prechazime ke 2. kroku. Vytvafime fetézec slozeny z pozic
(6,7),(6,2),(2,1),(1,1) a (1,6). Z&ménou 0’ za 0* ziskdme matici C> obsahu-
jici 7 neoznacenych 0.

+ -
0 17 16 5 0 0 7|+
0* 8 3 13 0 4 o0 |+
c=0 2 3 1 0 2 3|+
|5 3 0 7 0 3 8|t
6 1 0 0" 3 8 4|+

3 2 3 7 4 2 0

8 0 4 4 6 8 2

Vypocet je u konce. Hodnota Gcelové funkce v optimalnim Feseni je 78.

Priklady k procviceni
Pomoci mad’arské metody FeSte nasledujici pfifazovaci problémy:

1.

4 7 7 2
7T 8 6 3
11 10 11 10
8§ 7 10 6
2.
8§ 6 9 11 12
5 7 15 3 2
6 8 13 4 15
9 3 6 6 7
8§ 4 3 1 2

3. Sedm délnikl ma byt pfifazeno k sedmi pracovnim Gkondim, pFicemz kazdy z
nich miZe vykonavat kteroukoliv praci, ale s rliznou dovednosti. Mira jejich
produktivity prace pfi jednotlivych pracovnich tkonech byla vyhodnocena a
je dana nasledujici tabulkou:
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pracovni ukon

1 2 3 4 5 6 7

1718 12 11 13 14 12 13

2114 13 10 15 11 9 16

délnik 3116 8 10 10 12 8 11
4113 12 7 11 14 9 13

5|7 15 14 16 8 6 10

6|12 15 10 7 12 7 12

7112 8 9 13 10 11 16

4. Podnik koupil pét novych stroji, které mlize umistit do péti budov, ale do
kazdé z nich pouze jeden. Kazdy stroj mlize byt umistén v kterékoliv z bu-
dov, ale umisténi neni vZdy stejné vyhodné. Mira vyhodnosti umisténi jed-
notlivych strojdi je dana nasledujici matici. Stanovte, jak maji byt stroje roz-
mistény, aby toto rozmisténi bylo co nejvyhodnégjsi.

34 2 21
4 5 3 1 3
4 3 1 11
31 2 2 2
1 31 21

Reenf
1. Optimalni feSeni je 25.
2. doplnit
3. doplnit

4. Optimalni feSeni je 15.
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4 CELOCISELNE PROGRAMOVANI

... 0 by Vam méla prinést tato kapitola:

Celociselné programovani je poddisciplina linedrniho programovani, kdy jsou na
proménné vystupujici v tlohach kladeny poZadavky celoCiselnosti. V této kapitole
se seznamite s jednou ze zakladnich metod slouZicich k nalezeni celo€iselného Fe-
Seni. Jedn& se o metodu vétvi a mezi, ktera bude nejdfive uvedena v obecné formé
a potom modifikovana pro smisenou Glohu linearniho programovani.

Privodce studiem

Zatim jsme ml€ky pfedpokladali, Ze v Glohach linearniho programovani dochazi ke
spojité zméné hodnot proménnych. Mnohdy tomu tak ale neni. V celé fadé ekono-
mickych Uloh je zapotfebi ziskat FeSeni, jehoz slozky jsou celo€iselné a proménné
maji redlny smysl jen tehdy, kdyz nabyvaji celoCiselnych hodnot. V nékterych pfi-
padech je mozné ziskat celoCiselné hodnoty prostym zaokrouhlenim, ale ve vSeo-
becnosti mlze takovy postup vést k vaznym chybam. Uved'me dva pfiklady, kdy
po pouZziti simplexové metody vede zaokrouhlovani k nespravnému vysledku.

Priklad
Reste Glohu
max z = 3x1 + 4x9

IN

—X1 + T2

IN
SELIE

T+ T2

x1,x2 > 0, celoCiselna.

Pomoci simplexové metody obdrzime vysledek z; = % a xo = 10. Nelze zao-
krouhlovat, protoZe ani jedno z feSeni (z1, z2) = (6, 10), popf. (z1,x2) = (7, 10),
neni pripustné. Tuto skute€nost ilustruje nasledujici obrazek, na némz je znazor-
néna mnoZzina pripustnych feSeni (bez pozadavku celoCiselnosti) a vyznaceno op-
timalni fedeni.
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XZA

13 X,
2

Obrézek 10: Zaokrouhlenim vznikne nepfipustné feSeni

Priklad
Reste Glohu
max z = 1 + dxj

20
T 2
r1,x2 > 0, celoCiselna.

1 + 10z2

IN A

Pouziti simplexové metody dava vysledek 1 = 2 a z9 = % az = 11. Po

zaokrouhleni 1 = 2, zo = 1 a hodnota ucelové funkce z = 7. Poznamenejme
jesté, ze zaokrouhleni hodnoty x5 = % nahoru by vedlo k nepfipustnému FeSeni.
Ale feSeni 1 = 0 a 2o = 2 dava hodnotu Gcéelové funkce z = 10. Zaokrouhlenim
jsme tedy ziskali pouze pFipustné FeSeni, ale ne optimalni, jak je vidét z nasleduji-
ciho obrazku.
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0
Obrézek 11: Zaoukrouhleni vede pouze k pfipustnému feSeni

Protoze kazdy ohraniceny celoCiselny problém ma pouze kone¢né mnoho fe-
Seni, je moZné je (teoreticky) vSechny provérit. OvSem uZ napf. pfi 10 proménnych
z nichz kazda nabyva 10 hodnot dostavame velké mnozstvi kombinaci, které je
tfeba prozkoumat. Je zapotrebi najit zplisob, jak provérovat jen nékteré z moznosti.

4.1 Metoda vétvi a mezi

Zakladni myslenka

Predpokladame, Ze hleddme minimum Gcelové funkce. Dale se predpoklada, Ze
zname horni hranici hodnot Gcelové funkce (popF. zname horni hranici optimalni
hodnoty). Poté rozdélime mnoZinu pfipustnych feSeni do nékolika podmnoZin,
¢imzZ ziskadme jednodussi podulohy plivodniho problému. Pfinos metody spoCiva
v tom, Ze nemusime feSit vSechny podulohy, ale jen nékteré z nich, a na zakladé

znalosti jejich feSeni vyloucime zbylé Glohy z naSich Gvah.

Algoritmus metody

1. Pocatecni krok - oznaCime symbolem zy horni hranici hodnot Gcelové
funkce a polozime zy = oco. Za€iname s celou mnozinou FeSeni, ktera je
nutné brat v Gvahu (vCetné vsech nepfipustnych feSeni, ktera nemlizeme
vhodnymi Uvahami vyloucit), jako s jedinou ,,zbyvajici mnozinou“. Algo-
ritmus za€ina aplikaci krokl 2, 3, 4 a 5 na tuto mnozinu.

2. Délici krok - pouzijeme néjaké kritérium pro vybér jedné z dosud ,,nepro-
véfenych“ podmnozZin (ktera neni ani rozdélena ani vylou€ena z naSich Gvah
v predchozich krocich) a rozdélime ji na dvé nebo vice novych podmnozin.
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3. Ocenujici krok - pro kazdou novou mnozinu najdeme dolni hranici hodnoty
ucelové fce zp pro pripustné feSeni v této mnoziné.

4. Testovaci krok - kazdou novou podmnozZinu vyloucime z dalSich Gvah, jestlize

(@ zp > zm,

(b) neobsahuje zadné pFipustné Feseni,

(c) nalezli jsme v ni nejlepsi pFipustné feSeni (kterému odpovidad hodnota
zp). Pokud se to stane a zy > zp, polozime zy := zp a znovu apli-
kujeme krok 3 na zbyvajici podmnoziny.

5. Zavérecny krok - vypocet konci, kdyZ uz nezbyvaji Z&dné neprovérené pod-
mnoziny. Aktudlni hodnota zy je optimalni FeSeni. VV opalném pfipadé se
vracime ke kroku 1.

Poznamka
V piipadé, Ze se ma celova funkce maximalizovat, zlistava algoritmus nezmé-
nén, aZ na nerovnosti v kroku 3 a vychozi hodnotu zp, kterd je —oo.

Priklad
Metodou vétvi a mezi feste pfifazovaci problém dany matici
A 9 5 4 5
B 4 3 5 6
C 31 3 2
D 2 4 2 6

Reseni

Iterace 0  PoloZime zy = oo a zaCiname s mnoZinou vSech 24 pripustnych
FeSeni. Dolni hranici hodnot ucelové funkce ziskame tak, Ze v kazdém sloupci vy-
bereme nejmensi prvek a tyto prvky secteme. ObdrZena hodnota je 7.

Iterace 1  Provedeme rozdéleni mnoziny vSech pripustnych feSeni do étyf pod-
mnoZzin v souladu s oznacenim Fadkl matice pismeny A, B, C'a D. MnoZina ozna-
¢ena pismenem A, viz schéma feSeni na nasledujicim obrazku, je mnoZzina feSeni
(21,2, x3,x4) takovych, Ze z; = 9. MnoZina oznaCend pismenem B je mno-
Zina feSeni (z1, z2, x3, x4) takovych, Ze z; = 4. Analogicky pak pismeny C' a D
rozumime mnoZziny feSeni (1, z2, x3, 24) takovych, Ze z1 = 3, resp. z1 = 2.
Dolni hranici hodnot G€elové funkce na mnozinach feSeni A, B, C' a D urCime
tak, Zze k danému x; prFicteme nejmensi prvky ve zbyvajicich sloupcich, pficemz
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je zapovézen vzdy ten fadek, ve kterém pevné dané x; lezi. Odpovidajici dolni
hranice tedy jsou: 9 + (1 + 2 +2) = 13 promnozinu A, 4+ (1+2+2) =9
pro mnozinu B, 3+ (34+2+5) = 13 promnozinuC a2+ (14+3+2) = 8 pro
mnozinu D.

Hodnota zp = 13 pro mnozinu C' odpovida pFipustnému feSeni, a jelikoz
zg > zp, prifadime zy := 13 a mnoZinu C vyluCujeme z dalSich Gvah podle
bodu 4c. Oznacme toto feseni jako C' B D A. Nyni mlizeme z dal$ich Gvah vylou€it
na zakladé bodu 4a také mnozinu A, protoZe v jejim pfipad€ je zp > zg. MnoZiny
B a D nemlzeme v této fazi vypoctu z dalSich Gvah vylou€it. Aplikujeme na né
proto znovu délici krok.

Iterace 2 Budeme délit nejdfive mnozinu D, protoze ji prislusi nizsi hodnota
zp (8<9) neZ mnoziné B. Rozd€lime ji na tfi podmnoziny podle toho, z jakého
Fadku vybereme hodnotu proménné z». Vzniknou tak podmnoziny DA, DB, DC,
pricemz D A je mnoZina feSeni (z1, z2, z3, x4) takovych, Ze 1 = 2, x5 = 5. Ana-
logicky pak DB a DC' rozumime mnoZziny feSeni (z1,x2, z3,z4) takovych, Ze
r1 = 2,39 = 3, 185p. 1 = 2,29 = 1. Odpovidajici dolni hranice téchto mnozin
jsou: 2454 (3+2) = 12 promnozinu DA, 2+3+(3+2) = 10 pro mnozinu DB
a2+ 1+ (4+5) = 12 pro mnozinu DC'. Na zakladé téchto obdrzenych hodnot
nem{zeme Zadnou mnoZzinu vyloucit z dalsich Gvah a je nutné provést dalsi délici
krok.

Iterace 3 Z dosud nevylou€enych podmnozin pFislusi nejmensi hodnota zp
mnoziné B. Rozdélime ji tedy do tfi podmnoZin obdobnym zplisobem jako mno-
Zinu D. Hodnoty zp odpovidajici mnoZinam BA, BC, BD po fadé jsou 13,12 a
13. Prvni dvé z téchto hodnot odpovidaji pFipustnym fesenim. MiZeme proto mno-
Ziny BA a BC vyloutit z dalSich Gvah a z&roven provedeme pfifazeni zg := 12.
Tato hodnota odpovida feseni BC' D A. Nyni mlzeme z dal$ich Gvah vylougit mno-
Zziny DA a DC podle bodu 4a. Zbyva ndm tedy mnoZina D B, na kterou je nutné
opét aplikovat délici krok.

Iterace 4 MnoZinu D B rozdélime do dvou podmnozin DBA a DBC, jejichz
dolni hranice jsou 11, resp. 13. Obé odpovidaji pfipustnym feSenim, a kromé toho
pripustnému feSeni DBAC pro podmnozZinu DBA odpovida lepsi hodnota nez
je sou€asna hodnota zy;. Provedeme proto pfifazeni zy := 11. ProtoZe nezbyvaji
74dné nevyloutené podmnoziny, algoritmus koné&i. Reseni DBAC je tedy opti-
malni.
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nové zH:=12\/

Iterace 1
—P

vSechna
feseni

nové z,:=11
optimalni

Obrézek 12: Schéma feSeni. Vysledkem prisludné iterace je vZdy rozdéleni dané
mnoziny, ocenéni vzniklych podmnozin a jejich pfipadné vylougeni z dalSich Gvah

4.2 Metoda vétvi a mezi pro smisené linearni programovani

Je dana uloha

n
maxz = Z ijj

j=1
pfi omezenich
n
Zaij:cj < bi, z'zl,...,m
j=1
zj > 0, proj=1,...,n
xj jsou celoCiselnépro j=1,...,N (N <n).

Algoritmus metody Vvetvi a mezi se nemeéni, tj. opét délime Glohu na podulohy
atd. Je pouze potrfeba stanovit, jak bude toto déleni konkrétné vypadat.

Zatiname tim, Ze ignorujeme celoCiselna omezeni a vyfeSime tedy Glohu po-
moci simplexové metody, aniz bychom na né brali néjaky ohled. Potom nalezneme
prvni proménnou, pro kterou x;, j < N neni celoCiselné. Tato proménna lezi v
intervalu (k, k + 1), kde k € N, je vhodné Cislo, tj. k < z; < k + 1.

Pak délime dosavadni mnoZinu feSeni na dvé podmnoZiny, k nimz pfiddme po
jednom omezeni, a to
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1 z; <k,

Cili kazdé feseni vzniklych poddloh musi kromé ptivodnich omezeni splfiovat jedno
nové omezeni. Poté podle tfetiho kroku urcime horni hranici hodnot Gcelové funkce
pro kazdou z téchto podmnozin. VVybereme Ulohu s nejvyssi horni hranici, kterou
budeme Fesit nejdfive. Po pFidani novych omezeni neni nutné Fesit pFislusné pod-
Ulohy znovu od zacatku. Je mozné vyuzit toho, Ze simplexova tabulka je dualné
pFipustna a pokraCovat v feSeni pomoci duélné simplexové metody. Pokud po vy-
feseni nékteré z podiloh nedostaneme celociselné feseni a nemtizeme ji vylougit z
dalSich Uvah, je nutné znovu nalézt prvni proménnou, kterd méla byt podle poZa-
davkul celogiselna, pridat prislusna omezeni a postup opakovat.

Priklad
Reste Glohu
max z = 3x1 + 2x9
2r1 + T9 < 6
3r1 + bz < 18
T,z > 0
r1,Ty € VA
Reseni

Ulohu Te$ime nejdfive bez ohledu na poZzadavky celoiselnosti kladené na pro-
ménné x; a xo. Tento postup nevyzaduje Zadny komentéar.

Ty wy T, b x1 | x2 ) ab
z|-3 2 0 010 z [0 |-1/2 32 09
zpl2 1 1 016 x| 1|12 12 0|3
13 5 0 1|18 x| 0 | 72 =32 1|9

Ty |z | )

0| 0|97 17 |7217
x| 1| 0| 57 -17|12/7
xo | O | 1 | -3/7 2/7 | 18/7

Proménna x; nenabyva celociselné hodnoty, coz je v rozporu s pozadavky. Vzhle-
dem k tomu, Ze z1 €< 1,2 >, pfidame k plvodni Gloze nejdiive omezeni 1 < 1,
a pak také omezeni x5 > 2. Horni hranice hodnot celové funkce je v obou pfi-
padech 72/7. Pfed pfidanim novych omezeni k Gloze je nutno do kaZzdého z nich
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3 6 "X 1 3 6 ", 2 3 6 X,
(a) Mnozina pfipustnych feseni tlohy (b) Mno?ina pFipustnych feSeni (c) Mno_iina pFipustnych feSeni
nebereme-li v tivahu celodiselné omezeni PO pfidani omezeni x,<1 po piidani omezeni x,22
Obrézek 13: Grafické znazornéni postupu feseni
zavést doplikovou proménnou. Pfidana omezeni je nutné upravit tak, abychom
obdrzeli vychozi bazickeé feSeni. Toto FeSeni nebude pfipustné, ale bude dualné p¥i-
pustné, a vypocet bude pokracovat dualni simplexovou metodou. Ve vypoctu, ktery
nasleduje, odpovidaji tabulky v levém sloupci Uloze, do které bylo pfidano ome-
zeni x1 < 1. Tabulky v pravém sloupci odpovidaji Gloze, do které bylo pfidano
omezeni zo > 2.
Ty wmy Ty xhy | af x| xe | o) | 2 | b
z |0 0 97 Ut | o0 |727 z | 0| 0 |97 | U7 | 0 |727
x| 1 0 57 -1U7| 0 |12/7 xy | 1 | O | 5/7 | -17 | O | 12/7
x| O 1 -3/7 2/7 | 0 |18/7 xo | O | 1 | -3/7| 2/7 | 0 | 18/7
x| 0 0 -B/7 U7 |1 ]|-5/7 zy | O | O | B/7 [ -17| 1 |-2/7
r1 mo | Xy | xh b Ty xe Ty | @b | ah
z |0 0| 0| 2/7 95]9 z| 0 0 2|0(1]10
x| 1 010 0 1 |1 x| 1 0 0]0|-1]2
x| 0 1|0 |15 -35|3 x| 0 1 10|22
2y [0 0|1 ]-15 -7/5]|1 e |0 0 5|1 |-7]2
Reseni (1,3,1,0,0)a z = 9. Reseni (2,2,2,0,0) a z = 10.

Optimalni feSeni je tedy 1 = 2, x5 = 2 a hodnota Ucelové funkce je z = 10.
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Priklady k procviceni

Metodou vétvi a mezi feSte pfiklady na pfifazovaci problém ze cviCeni k pred-
chozi kapitole.

1. Reste Ulohu s ohledem na celo&iselnost proménnych

min z = 1521 + 10x9

3x1 + x2

T+ T2

IV IA IV

T1,T2

2. Reste Glohu s ohledem na celogiselnost prom&nnych

max z = 33x1 + 12x9

-1 +212 < 4
51+ 2x9 < 16
201 — o <
T1,T2 2>

3. Reste Glohu s ohledem na celog&iselnost prom&nnych

max z = 4x1 — 2x9 + Tx3

x1 + T3 < 10
1 + x2 - T3 < 1
6x1 — Dxo < 0

T1,X2,T3 > 0

Resenf

lL.x1=2,29=0

2.1 =2,20=3

3. Tl :3,$2 :5,.7)3 =7
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5 PARAMETRICKE PROGRAMOVANI

... 0 by Vam méla prinést tato kapitola:

Doposud jsme predpokladali, ze vSechny koeficienty v tloze linearniho programo-
vani jsou konstantni. V nasledujici kapitole od tohoto pfedpokladu ustoupime a
budeme zkoumat, jakym zplisobem ovlivni zména koeficientll v Gcelové funkci a v
pravych strandch omezeni sloZeni optiméalniho FeSeni. V obou pFipadech se budeme
zabyvat zménou koeficientll v zavislosti na jednom parametru.

Privodce studiem

Predpoklad, Ze koeficienty (strukturni koeficienty, omezujici koeficienty i ceny)
vyskytujici se v uloze linearniho programovani, se neméni, neni pfilis realny. Ve
skutecnosti musime v fadé pFipadl brat v Gvahu, Ze podminky, na zakladé kterych
byla Gloha sestavena se mohou ménit. Prikladem takové zmény mdiZe byt napf. po-
sileni ¢i oslabeni kurzu koruny vUci ostatnim svétovym ménam, cozZ by se mohlo
promitnout do nakupnich cen surovin potfebnych k vyrobé nebo do vy3e dosaZe-
ného zisku z prodeje vyrobkl na zahrani¢nich trzich. V této souvislosti vyvstava
otazka, zda a jakym zplisobem se pfi téchto zménach méni optimalni Feseni. Je
proto Ucelné zkoumat vliv moznych zmén na obdrzené feSeni. P¥i takové analyze
predpokladame, Ze koeficienty v Uloze se méni v zavislosti na parametru (mlze
jich byt i vice), a proto se takova analyza oznaCuje pojmem parametrické progra-
movani.

5.1 Zmény v koeficientech ucelové fce

V tomto pripadé je Gcelova funkce

n
z = E Cj:L'j
j=1

nahrazena funkci

n
2(0) = Y (¢j + ajo)z;,
7=1

kde «; jsou dané konstanty vyjadfujici relativni rychlost zmény koeficientli a o
predstavuje faktor, ktery tuto zménu zplsobuje. M{Ze byt nekontrolovatelny (napf.
vyvoj ekonomiky) nebo kontrolovatelny (pfesun pracovnich sil, popf. vybaveni
apod.).

Je zfejmé, Ze pro kaZzdou pevnou hodnotu parametru oje mozné ziskat feSeni
pomoci simplexové metody. Tim, Ze se hodnota parametru o méni, mlize (ale ne-
musi) dojit ke zméné feSeni a ke zméné hodnoty ucelové funkce. Proto je UCelné
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Obrézek 14: Zavislost optimalnich hodnot Gcelové funkce na parametru o zavede-
ném do koeficientd ucelové funkce.

vEdét, jakym zplsobem ovliviiuje parametr o feseni, tj. nalézt feseni jako funkci
parametru o. Lze ukazat, Ze funkce z*(o)znazorfiujici optimalni hodnoty ucelové
funkce z v zavislosti na parametru o je po Castech linearni a konvexni. Tvar fe-
Seni se méni (pokud jde o sloZeni baze) tehdy, kdyZ se méni sklon funkce z*(o).
Abychom ilustrovali postup feSeni, uvaZzujme Ulohu o planovani vyroby z Gvodni
kapitoly se zavedenym parametrem o do koeficientli Gi¢elové funkce.

Priklad
V zévislosti na parametru o feste Ulohu:

max z = (300 + 2000 )z1 + (500 — 1000) x4

I S 4
200 < 12

3r1 + 2x9 < 18
z1,x9 > 0.

Resenf
Zatneme s kone¢nou simplexovou tabulkou, kter& odpovida feSeni pro o = 0

Ty my oz aly b
2| 0 0 0 150 100 | 3600
Z 0 0 1 13 13| 2
zo| O 1 0 1/2 0 6
|1 0 0 -1/3 1/3 2
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Prvni Fadek této tabulky odpovida rovnici
z + 150 + 100x% = 3600
a pridame-li do této rovnice Cleny s parametrem o, dostaneme rovnici
3
z — 2000x1 + 100029 + §w’2 + 3:'3 = 3600.

Po eliminaci nenulovych €lenll z rovnice odpovidajici icelové funkci dostaneme

Ty my T 'y xh
2|0 0 0 150—"0 100+ 2P | 3600-2000
10 0 1 173 -1/3 2
22| 0 1 0 1/2 0 6
z1 |1 0 0 -1/3 1/3 2

Testujeme-li, zda jsme uZ dosahli optimalniho feSeni, vidime, Ze optimalni FeSeni
obdrzime pro hodnoty parametru o, které vyhovuji nerovnostem

150—%020 A 100—1—?020.

Hodnoty optimalniho Feseni jsou (x4, zo, 2}, 25, 24) = (2,6,2,0,0). V pFipadg,
Ze alespon jedna z téchto nerovnosti neplati, vypoCet pokraCuje. Tato situace na-
stane v pFipadg, Zze o > % PokraCujeme tedy dalsi iteraci, po niZ obdrzime

1 T2 @) 'y xh
z 0 0 —450+3500 0 250 — 500 | 2700 4+ 5000
410 0 3 1 1 6
zo | O 1 -3/2 0 1/2 3
1 | 1 0 1 0 0 4

Po provedeni testu optimality vidime, Ze pro o, které spliuje vztah % <o <5,
méme fedeni (z1, zo, 2}, 25, %) = (4,3,0,6,0). Pro o > 5 vypocet pokraCuje

1 T ) xly  ah
z 0 —500+ 1000 300+ 2000 O 0 | 1200 + 800c
b | 0 2 0 1 0 12
2 | 0 2 3 0 1 6
1 | 1 0 1 0 0 4
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Obrézek 15: Zavislost optimalnich hodnot Gcelové funkce na paramtru o zavede-
ném do pravych stran soustavy omezeni.

Vypocet kon&i. Pro o > 5 je optimalni fedeni (x1, 29, 2}, 24, 25) = (4,0,0,6,12).

5.2 Zmény v koeficientech pravé strany soustavy omezeni

V tomto pFipadé feSime Glohu, ve které pracujeme s pravymi stranami ve tvaru
b; + oo, tj. Glohu nalézt

n
max z(0) = Z cjxj
j=1

n
ZC]'.T]' < b+ o
7=1

l’j Z 0

oy, o jsou veli€iny, které maji podobny vyznam jako v predchazejici Casti.
Lze doké&zat, Ze pfi této modifikaci je funkce z* (o), udavajici optimalni hod-
noty UCelové funkce v zavislosti na o, po Castech linearni a konkavni.

Zplsob teseni je velmi podobny pfedchozimu, protoze zména v parametrech pra-
vych stran b; odpovida zméné v parametrech Gcelové funkce c; u dualni dlohy.
Tzn. Ze rozdil bude pouze v tom, Ze vyuZijeme dualné simplexovou metodu. Pro
ilustraci vypocetniho postupu, ktery demonstruje jeho vztah k dualité, budeme Fesit
dualni alohu k Uloze predchozi se stejnou modifikaci.
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Priklad
V zévislosti na parametru o feste Ulohu:

max z = —4y; — 12y3 — 18y3

U1 + ys > 300 + 2000
290 + y3 > 500 — 1000
Y1,Y2, Y3 = 0

Reseni

Stejné jako v pfedchozim pFipadé zaciname kone¢nou simplexovou tabulkou, kterd
odpovid pfipadu o = 0.

vy | ys | v vh

2 0|0/ 2 6 | —3600 4+ 2000
ys | 13 0 [ 1[-113 0 | 100+ X%
yo |-1U3 1] 0|13 -12] 150 - o

Je-li 150 — 1% > 0, vypotet konti, coz plati pro ¢ < 2.V opatném pipadé

vypocet pokracuje

/ /

Yr | Y2 Y3 Y1 Ya

0|6 0 4 3 —2700 — 5000
ys | O 1 1 0 -1/2 250 — 500
n|11]1-3 0 -1 32 —450 + 3500

Je-1i 250 — 500 > 0, vypocet konci, to plati pro o < 5.

yr Y2 Y3 Z//1 yé

0 12 6 4 | 0 | —1200 — 8000
yé o -2 -2 0 1 —500 + 1000
v w11 0 3 -1]0 300 + 2000

Nalezli jsme optimalni feSeni pro hodnoty o > 5, €imZ vypocet konci.
Poznédmka

Kromé zmény v koeficientech €elové funkce Ci pravych stranach, lze uvazo-
vat také zmény v koeficientech matice soustavy omezeni a pfipady, kdy se parametr
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vyskytuje ve vSech uvedenych koeficientech nebo v nékteré kombinaci téchto pfi-
padl. Déle je mozné sledovat zmény koeficientl v zavislosti na vice parametrech.

vy,

Zéajemce o podrobngjsi seznameni s touto problematikou odkazujme na pFislusnou
literaturu.
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6 DYNAMICKE PROGRAMOVANI

... 0 by Vam méla prinést tato kapitola:

Nékteré ekonomické rozhodovaci problémy jsou takové povahy, Zze musime roz-
hodovat postupné v rliznych etapach, pFicemz v kazdé etapé se nachazime pred
,»Strukturalng stejnou situaci. Pro feSeni Gloh, k nimZ rozhodovaci problémy to-
hoto typu vedou, je Casto vhodny matematicky aparat, ktery se nazyva dynamické
programovani. Tato kapitola je ovSem spiSe ilustrativni a jejim cilem je ukazat
moznosti a vyuZitelnost dynamického programovani, protoze se jednd o disciplinu
s velmi Sirokym polem uplatnéni, které nejsme schopni pfi omezeném prostoru pro
vyklad postihnout.

Priivodce studiem

Na rozdil od linearniho programovani, kde Ize formulovat tvar tlohy a zvolit vhodny
algoritmus k jejimu FeSeni, nemame v pfipadé dynamického programovani ob-
dobné néstroje k dispozici. Dynamické programovani neni v soucasné dobé sou-
borem exaktnich algoritmd. Je to spi$ zplisob pristupu k Feseni, ktery umoziuje
odvodit algoritmy pro jednotlivé Glohy, pfiCemz je nutné vzit v Gvahu specifické
rysy feSené Ulohy. V zasadé je mozné Fici, Ze vytvafime algoritmus pro kazdou
lohu zvIast'.

Dynamické programovani je mozné vyuzit k feseni tloh velmi rliznorodého
charakteru, které nemusi nutné byt linearni. S pomoci dynamického programovani
Ize FeSit napf. ukoly spadajici mezi konvexni pfipady matematického programovani
a fadu dalSich nelineérnich uloh.

Tuto obecnost vSak nelze zaménovat s univerzalnosti, protoze pro fadu uloh
by se ukazalo dynamické programovani jako nevhodné nebo neefektivni. Casto
dynamického programovani. Zakladni rysy uloh, které je mozné FeSit s vyuzitim
dynamického programovani, ilustruje nasledujici pfiklad.

Problém dostavniku

Jedna se 0 mytického obchodniho cestujiciho, ktery cestoval dostavnikem nepra-
telskym indianskym Gzemim pred 125 lety. Vychozi a konecné misto jeho cesty
bylo zndmé, ale mél na vybér, pfes které staty nebo teritoria bude projizdét. Moz-
nosti, které mél, jsou shrnuty v nasledujicim schématu:

Cestujicimu zéleZi pfedevsim na jeho bezpecnosti. Cena za obranu dostavniku pfi
cesté z i-tého do j-tého mista je dana nasledujicimi tabulkami.
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Obrézek 16: Schéma moznych cest obchodniho cestujiciho.

5|67 819 10
2|13|4 27146 5|14 813
11243 313|124 6|6]|3 9 2

414|115 71313

v s

nejlevnéjsi zplisob cestovani z hlediska nakladti na obranu.

Resenf
Nejprve si povSimnéme, Ze jednotlivé nejlevnéjsi cesty nedavaji jako celek nejlev-
néjSi moZznost. Tyto Gvahy by nas zavedly k cestovnimu planu

1—2—6—9—10.

Alecestal — 4 — 6 je levnéjsi, neZ cestal — 2 — 6, coZ ukazuje, Ze tento
zplisob uvazovani neni pro feseni problému vhodny.

Protoze tento problém neni pfilis rozsahly, bylo by mozné provéfit viech 18
moznosti a najit tu nejlepsi. Tento postup by se ale ukazal neefektivni u Gloh vétsiho
rozsahu. Pomoci dynamického programovani je mozné vyresSit tuto tlohu s mensim
vypocetnim Usilim, i kdyz poCetni Uspory by se vyraznéji projevily az u vétsi verze
tohoto problému. Zavedeme nasledujici oznaceni:

e proménné z,, n = 1,2,3,4 budou predstavovat rozhodovaci proménné,
které vyjadfuji bezprostfedni cile v n-tém stadiu cesty. Potom Ize vybranou
cestu vyjadrit ve tvaru

1— 11 — 20— 13 — 14,

pficemzZ vime, Ze x4 = 10,
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e funkce f, (s, z,) vyjadfuje celkové ndklady na ochranu po neprojetych cestach,
nachazi-li se cestujici ve stavu s n-tého stadia, a zvolil moznost z,,,

e pro dané s an necht’ 7 znaCi hodnotu z,,, ktera minimalizuje f,,(s, =),
e necht’ f*(s) je odpovidajici minimalni hodnota, tj. f(s) = fn(s,z}).

Ukolem je nalézt f7 (1) a odpovidajici cestu. Abychom dospéli k tomuto vysledku,
budeme nejdfive postupné nachazet hodnoty f;(s), f3(s), f5(s), fi(s), coz ob-
nasi Fesit postupné ¢im dal vétsi cast celého problému a dospét tak k celkovému
FeSeni. Nejdfive uvaZzujeme, Ze cestujicimu zbyva projet uz jen posledni Gsek cesty.
V tomto pfipadé dostdvame okamzité vysledek v zavislosti na tom, zda se cestujici
nachazi na stanovisti 8 €i 9.

s | fi(s) | ai
8| 3 |10
9| 4 |10

Pokud ma cestujici pfed sebou jesté dva Useky cesty, musi se rozhodnout, zda
napf. ze stanovisté 5 pojede do stanovisté 8 nebo 9, a vzit v Uvahu naklady na
obranu z téchto stanovist’ az do cile cesty. Voli tedy mezi dvéma moznostmi, které
mlzeme pomoci zavedeného oznaeni vyjadfit takto: f3(5,8) = 1+3 = 4 a
f3(5,9) = 4+ 4 = 8. Levnéjsi zplisob je cestovat ze stanovisté 5 pres stanovisté 8,
takZe dostavame x% = 8 a f;(5) = 4. Obdobnym zplisobem nalezneme optimalni
moznosti pro pripady, kdy cestujici vyjizdi ze stanovisté 6 a 7.

18[9 fi(s) | 23
51418 4 8
619|7 7 9
71617 6 8

Situace, kdy ma cestujici pred sebou jesté tfi Gseky cesty, se analyzuje zcela ana-
logicky jako v predchozim pripadé. Vysledna tabulka udava optimalni hodnoty
nakladll na obranu dostavniku ze stanovisté 2,3, resp. 4, az do cile.

| 5167 |fis) | o
21111 12| 11 |56
3/ 7|9]10] 7 |5
48 |8|11| 8 |56

Nyni zbyva vySe uvedené Gvahy rozSifit i na stanovisté 1, ze kterého dostavnik
vyjizdi. Optimalni ndklady na obranu v zavislosti na volbé dalsi cesty jsou opét
shrnuty v tabulce.
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(23| 4] fis) |
1113|1111 11 |34

Na zakladé provedenych vypoctl mizeme identifikovat optimalni feseni. Z po-
sledni tabulky vyplyva, Ze minimalni naklady na obranu jsou 11. Toho miiZe byt
dosazeno, pokud se cestujici rozhodne jet ze stanovisté 1 do stanovisté 3 nebo 4.
Necht’ cestujici voli napf. =7 = 3. Pfedposledni tabulka fika, Ze nejlevnéjsi cesta
ze stanovisté 3 vede pres stanovisté 5, takZe x5 = 5. Odtud pak na z&kladé prvni
a druhé tabulky cesta pokraCuje pres stanovisté 8 do cile cesty, tj. 5 = 8. Celkem
tedy dostavame jednu z optimalnich moznosti 1 — 3 — 5 — 8 — 10.
Nalezeni zbyvajicich dvou ponechavame jako tkol Ctenafi.

6.1 Charakteristika problémd dynamického programovani

Problém dostavniku, ktery jsme pouZili jako prototyp pFikladd fesitelnych pomoci
dynamického programovani, v sobé ukryva obecnéjsi strukturu spole€nou s celou
fadou na prvni pohled naprosto odlisnych problém{. Rozpoznani této struktury
nam mdzZe byt voditkem k urCeni toho, zda je vhodné dany problém Fesit pomoci
dynamického programovani i nikoli.

Spole€né rysy tloh dynamického programovani

1. Proces lze rozdélit na stadia, pfiemZ v kazdém stadiu se ma udélat rozhod-
nuti.

2. Kazdé stadium souvisi s nasledujicimi a v kazdém z nich mlize systém na-
byvat daného poCtu stavil.

3. V daném stadiu nezavisi optimalni rozhodnuti na rozhodnutich predeslych.
4. Zacindme hledat feSeni od konce.

5. Existuje rekurzivni vztah. Pfesny tvar tohoto rekurzivniho vztahu nemusi byt
vzdy stejny a zavisi na charakteru problému.

V dalSim textu budeme pouZivat nésledujici znaCeni, které jsme zavedli pfi feSeni
problému dostavniku:

e 1, - rozhodovaci proménna (stavova) pro n-té stadium, kden =1,..., N je
pocet stadii.

e fn(s,zy,) - hodnota ucelové funkce dana tim, Ze systém se nachazi ve vy-
chozim stavu s stadia n pfi pevné zvoleném z,,.

90



e f*(s) - maximalni(minimalni) hodnota funkce f, (s, x,) brana pres viechna
T, 4.
fo(s) = maz/minf,(s,x,),

kde fn(s, ) je vyjadieno ve vztahu k s, z,, fr ;.

6.2 Deterministické dynamické programovani

~ v

Deterministické problémy Ize charakterizovat takto - stav v pFiStim stadiu je zcela
ur€en stavem a rozhodnutim v soucasném stadiu.

V n-tém stadiu se proces nachazi ve stavu s,,. U€inime rozhodnuti x,,, coz
zplisobi prechod do stavu s, 1, v (n+1)-nim stadiu. Od této faze vpred byla uz op-
timalni strategie urCena a je dana optimalni hodnota Gcelové funkce f;:_ i (s5+1)-
Rozhodnuti x,, zplisobi pfedem znamy prirlistek hodnoty Gcelové funkce. Kom-
binace téchto dvou veli¢in vhodnym zplisobem poskytne hodnotu Gcelové funkce
fn(s,zy) od n-tého stadia dale pfi ucinéném rozhodnuti x,,. Optimalizaci vzhle-
dem k z,, dostaneme hodnotu f(s) = max /min f(s,z,) = f(s,x}). Po pro-
vedeni téchto vypodtl pro kazdou hodnotu s,, mizeme v procesu feseni prejit zpét
k pfedchozimu stadiu.

Priklad

WHC (World Health Council) se zabyva zdokonalenim zdravotnické péce v rozvo-
jovych zemi svéta. Ma k dispozici 5 lékarskych tymd, které je tieba pridélit trem
zemim. Kritérium je efektivita vyuZiti téchto péti tym{, ktera se méfi v dodatec-
nych letech lidského Zivota (oekavany nardist primérné délky lidského Zivota x
pocet obyvatel). Nasledujici tabulka udava odhadovany narlist dodatecnych let (v
tisicich) pro jednotlivé zemé.

zemgé

1 2 3

0| O 0 0

1| 45 20 50

poCet 2| 70 45 70
tymd 3| 90 75 80
4] 105 110 100
51120 150 130

Reseni

Ackoli zde neni zadna dana posloupnost, miizeme z hlediska dynamického pro-
gramovani tyto tfi zemé povaZovat za tfi stadia . Rozhodovaci proménna z,, bude
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udavat pocet tym{ pfifazenych do n-té zemé. Stav systému bude chapan jako pocet
Iékarskych tym, které jsou jesté k dispozici pro pfitazeni.

Necht’ p;(z;) znaCi miru efektivity pfi pfifazeni z; Iékafskych tym{ do i-té
zemé. Potom je naSim cilem zvolit x1, x5, x3 tak, abychom nalezli maximalni hod-
notu ucelové funkce N

> pilxi)
=1

pfi omezeni

n

kde x; jsou nezéporna cela Cisla.
PFi oznaCeni zavedeném v pfedchozim odstavci pro n = 1, 2, 3 dostadvadme

3
fn(sa l‘n) = pn(xn) + max z pi(xi>7
t=n-+1
kde
3
Z Ty = S
Dale pak mame
fo(sp) = max  fp(sp,Tn).

Odtud dostavame
fn(sa xn) = pn(xn) + f;+1(5 - xn)

Filsn) = max {p(@n) + fiya (s = a)}:

pficemz klademe f; = 0. Nyni uz mizeme za€it s vlastnim vypoctem, jehoz vy-
sledky pro jednotliva stadia udavaji nasledujici tabulky. Zaciname poslednim sta-
diem (n = 3) a pokraCujeme aZz k prvnimu stadiu (n = 1).

n=23
s3 | f3(s) | 23
0 0 0
1 50 1
2 70 2
3 80 3
4 100 4
5 130 5
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s | O 1 2 3 4 5 | f5(s) | x5
0] O 0 0
1]50 | 20 50 0
2 | 70 | 70 | 45 70 |01
318 | 9 | 95 | 75 95 2
4 | 100 | 100 | 115 | 125 | 110 125 3
5| 130 | 120 | 125 | 145 | 160 | 150 | 160 | 4

Zbyva identifikovat optimalni feSeni. Mame =z} = 1, 25 = 3, 5 = 1. Hodnota
ucelové funkce pfi tomto pfidéleni tymd €ini £ (s) = 170.

6.3 Pravdépodobnostni dynamické programovani

Pravdépodobnostni dynamické programovani se od deterministického dynamic-
kého programovani lisi tim, Ze stav procesu v dalSim stadiu neni zcela urCen stavem
v soucasném stadiu a rozhodnutim. Existuje pouze urcita pravdépodobnost, Ze se
proces po rozhodnuti dostane do daného stavu. Toto rozdéleni pravdépodobnosti
je ovéem zcela ureno stadiem a rozhodnutim. Vliv vstupnich faktord na vysledek
rozhodnuti je zndzornén na nasledujicim obrazku.
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prispévek .
7z n-tého stadium

stadium pravdépodobnost  stadia n+1
n C,—
/ (1)
P;
66— Q
P2 .u(2)
hodnuti ’ ’
stav@rozonu' X, . '
Pu—_

Obrazek 17: Struktura rozhodovani - pravdépodobnostni dynamické programovani

Rekurzivni vztah pro vypocet hodnot f,,(sy, x,) pomoci f;, (sn+1) bude o
néco komplikovanéjsi (diky pravdépodobnosti) a jeho presny tvar zavisi na po-
vaze Ulohy. Pro ilustraci napiSeme jakysi ,,obecny“ tvar rekurzivniho vztahu v pfi-
padg, Ze Ukolem je minimalizovat ofekavany soucet pFispévki z jednotlivych sta-
dii. V tomto pfipadé by f,, (s, x,,) reprezentovalo minimum ocekéavanych souctli od
n-tého stadia vpred, pfi daném rozhodnuti z,, a stavu s v n-tém stadiu,tj.

N
Fal(s,zn) = Y _pilei + (1)),

i=1
kde
f;+1(8n+1) = ingi fTL+1(S7 mn-l—l)a

priCemZ pfi minimalizaci jsou uvazovany pfipustné hodnoty x,,. 1. Problematiku
pravdépodobnostniho dynamického programovéani budeme bliZe ilustrovat nésle-
dujici alohou.

Priklad

Spolecnost ziskala zakazku na vyrobu specialniho vyrobku. Ale zakaznik sta-
novil natolik prisné poZadavky, Ze bude nutné vyrobit vice kus{, aby alespoii jeden
témto pozadavklim vyhovél. Podle odhadl vyrobce bude poZadavkim vyhovovat
kazdy druhy vyrobek. To znamena, Ze pravdépodobnost vyroby vyhovujiciho vy-
robku je 1 azmetku je 3. V mnoZzstvi n vyrobk{ nebude tedy ani jeden vyhovujici
s pravdépodobnosti (1)".

Naklady na kalibraci vyrobniho procesu jsou 30 000 K€ a naklady na vyrobu
jednoho vyrobku jsou 10 000 K¢. Pokud mezi vyrobky z jedné série nebude Zadny
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vyhovujici, je nutné znovu proveést kalibraci vyrobniho procesu. Na zékladé ter-
minu dodani vyrobce vi, Ze tento postup stihne zopakovat nejvyse tfikrat. Pokud
ani po tretim nastaveni nebude Zadny vyrobek vyhovovat, vyrobce nesplni zakazku
a bude muset zaplatit penalizaci 160 000 K¢.

Ukolem je stanovit vyrobni strategii s ohledem na poCet vyrobki pfi jednotli-
vych kalibracich, kterd minimalizuje vyrobni naklady.

Reseni

Stadia, do kterych realizaci zakdzky rozdé&lime, budou predstavovana vyrobnimi
procesy nasledujicimi po kalibracich. Rozhodovaci proménné z,, budou udavat
pocet vyrobkl vyrobenych v ramci téchto procesd. Stav systému budeme chéapat
jako poget vyhovuijicich vyrobkd, ktery je jesté potfeba vyrobit. Cili s = 1 nebo
s = 0. V prlibéhu vypoctu vezmeme jako pocetni jednotku 10 000 K&E. Zaéneme-li
se problémem zabyvat od konce, mlzeme definovat, Ze f;(1) = 16. Tuto hod-
notu mliZzeme chépat jednoduse tak, Ze kdyZ podnik rezignuje na splnéni zakazky,
zaplati stanovenou penalizaci. OznaCime-li symbolem K kalibracni néklady, pak
hodnota f3(1,x,) udavajici minimalni celkové naklady pro tfeti stadium zavisi
na kalibracnich nakladech, vyrobnich nakladech (zavisi na poCtu vyrobenych vy-
robkll) a pravdépodobnosti, s jakou podnik zaplati penalizaci. Hodnotu f3(1, z,)
mlzeme tedy vyjadfit vtahem

Fo(1,23) = K + a5 + F1(1)(2)7.

2
Minimalizaci hodnoty f3(1,z,,) pres vSechna z,, bychom dostali hodnotu f;(1),
pomoci niz bychom ziskali v podstaté stejny vztah pro vyjadfeni minimalnich néa-
kladli od druhého stadia vpfed. Miizeme tedy formulovat obecny vztah pro mini-
malni celkové naklady f,(1,z,) od n-tého stadia vpred pfi stavu s a rozhodnuti

z,, Ve tvaru X
fn(lvxn) =K+x, + f;+1(1)(§)zn

V dlsledku toho je obecny rekurzivni vtah pro vypocet hodnot f*(1) dan vztahem

[ = min (K + 2+ fia (D)),

xn=0,1,... 2

Vypocty téchto hodnot jsou shrnuty v nasledujicich tabulkach:

f3(Lws)=k+za+fy(1)(1/2)*3

sz | 0| 1 [2(3]4] 5 | fi(s)]| =3
00 0 0
1 116|129 /88|12 8 3 nebo 4



fg(l,x2)=k+$2+f§(1)(1/2)12

szp |01 ]2[3] 4 | f5(s)| a3

0|0 0 0

1 |8|8|7|7|712| 7 |2nebo3
fi(Lz)=k+z1+£5(1)(1/2)"1

srp | 0] 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘j?(s)‘ x]

1 |7|712]63/4|67/8|77/16 | 63/4 | 2

Optimalni strategie je vyrobit 2 vyrobky v prvnim vyrobnim procesu, v pfipadé
nedspéchu 2 nebo 3 ve druhém, v pfipadé dalSiho netspéchu 3 nebo 4 ve tfetim.
Ocekavané naklady na vyrobu jsou 67 750.

Priklady

1. Banka chce v daném regionu zlepsit sluzby nabizené klientim. UvaZuje
proto o rozmisténi sedmi bankomat(i do ¢tyf mést. Kritériem pro umisténi
bankomattl je poCet klientd, jejichZ pfistup k nabizenym sluzbam se po roz-
misténi zlepsi. Nasledujici tabulka udava v tisicich ocekavané pocty zékaz-
nikd, ktefi budou nové bankomaty vyuZivat.

Ocekavany

Pocet pocet zakaznik{
bankomatdl | 1 2 3 4
0 0O 0 0 O

1 8 10 9 1

2 16 15 14 18

3 23 21 20 25

4 29 30 24 33

5 34 34 28 37

6 40 37 31 44

7 45 40 34 49

Vyuzijte dynamického programovani k nalezeni optimalniho zplisobu roz-

mist&ni bankomatd.

2. Student oboru Matematické metody v ekonomice se pfipravuje na statni
zkousSku. Na pFipravu mu zbyva posledni tyden, ktery by rad vyuzil co nej-
efektivnéji. Citi, Ze kaZzdému predmétu by mél vénovat jesté alespon jeden

96



den a rad by se soustfedil kazdy den pouze na jeden pfedmét. MlzZe tudiz
vyclenit pro studium kazdého pfedmétu 1 az 5 dni. PFi sestavovani studij-
niho planu si vzpomnél na dynamické programovani a téchto svych znalosti
by rad vyuzil. Kritérium efektivity studia je poCet zvladnutych statnicovych
otazek do jednotlivych predmétl, které udava nasledujici tabulka:

Odhadovany
Pocet studijnich | pocCet zvladnutych
dndi otazek

1 5 6 7
2 9 10 10
3 12 13 13
4 14 15 13
5 15 17 13

. Reste Glohu o vyrobé specialniho vyrobku, jestliZze doslo k nasledujici zméné
v zadani: Po peclivé analyze zdokonaleni vyrobniho procesu se nyni odha-
duje, Ze pozadavklim zakaznika bude vyrobek vyhovovat s pravdépodobnosti
2. Ulohu Teste za predpokladu, Ze vyrobce ma k dispozici

(a) dva kalibraCni procesy,
(b) tri kalibraCni procesy.

VyuZijte dynamického programovani k feSeni Glohy.

. Mlady a nad3eny absolvent pfedmétu Aplikovana statistika véfi, Ze nalezl
systém, jak vyhrat v jedné z popularnich her provozovanych v kasinech v
Las Vegas. V kazdém kole hry je mozné vsadit néjaké mnoZzstvi Zetonl, které
hra€ bud’ prohraje anebo vyhraje stejny pocet. Mlady a nadSeny statistik se
domniva, Ze jeho systém mu umoznuje vyhrat tuto hru s pravdépodobnosti
%. Jeho kamaradi mu neveéri, a tak s nim uzavfeli sazku, Ze nebude mit po
tfech kolech pét Zetonl, jestlize zaGinal se tfemi.

Predpokladejme, Ze mlady nadSenec méa pravdu a stanovte pro néj optimalni
strategii, tj. kolik v kazdém ze t¥i kol vsadil Zetond, ktera by maximalizovala
Sanci vyhréat sdzku uzavienou s kamarady. VyuZzijte dynamického programo-
vani.
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7/ TEORIE HER

... 0 by Vam méla prinést tato kapitola:

Doposud jsme se zabyvali tim, jak vyuZit omezené mnozstvi zdrojt, aby vysledek
byl podle pfedem stanoveného kritéria optimalni. Pfedpokladali jsme, Ze subjekt,
ktery se rozhoduje, mlize jednat, aniz by narazil na protiakce jinych subjektd, které
mohou mit protichlidné zajmy. Studiem konkurenénich a konfliktnich situaci se za-
byva matematicka disciplina s nazvem teorie her a v této kapitole se sezndmime
s jejimi zaklady. Budeme se vénovat pouze hram dvou hracd a nasim cilem bude
poukazat na souvislost téchto her s tlohou linearniho programovani.

Cas potiebny ke studiu
Doporuceny c€as k prostudovani kapitoly je 6 hodin.

Privodce studiem
Teorie her je matematicka teorie zabyvajici se obecnymi zakonitostmi konkurenc-
nich vztahl ve formalni podobé. Problémy, které se v teorii her zkoumaji, maji
velmi rliznorody charakter. Jednim ze znak(, podle nichz se hry rozliduji, je po-
Cet stran s protichidnymi zajmy, které se hry Gcastni. Nejvice jsou prozkoumany
hry dvou hracl, tj. takové hry, do kterych jsou zapojeny pouze dvé strany s proti-
chlidnymi zajmy. MizZe jit o osoby, skupiny osob, armady, organizace, staty apod.
DilezZité je, aby pfi hie vystupovaly jako jedna strana hajici urcité zajmy.
Vysledkem rozboru konfliktnich situaci nebyva zpravidla doporuceni jediného
optimalniho zplisobu jednani, protoZe takové jednani mdize byt zmareno jednanim
protistrany. SpiSe jde o to vypracovat néjakou strategii "rozumného chovani", ktera
by umoznovala postupovat zplisobem, ktery pfi jakémkoli jednani protistrany za-
ruCuje urcity dosazitelny vysledek.

7.1 Zakladni pojmy a predpoklady

Pro ilustraci charakteru problém feSenych v teorii her uvazujme u nas dobre zna-
mou hru kdmen-nlizky-papir. V této hie hraci symbolicky ukazuji jeden z téchto
predmétdl. Pokud ukaZou oba stejny symbol vysledek je nerozhodny, dale pak ka-
men vitézi nad ndizkami, nlizky nad papirem a papir nad kamenem. Kazdy z hrac
ma tedy na vybér ze tfi moznosti. OznaCime-li protistrany jako hrace I a hréce I, a
jako vyhru ¢i prohru stanovime 1 K&, mizeme vyhry a prohry znazornit tabulkou:

98



K N P

K|o0o 1 -1

I N|-1 0 1
P11 -1 -0

Hra je tedy charakterizovana strategiemi hréace |, strategiemi hrace 1l a vyplatni
tabulkou, popf. matici. Pro dalSi Gvahy je nutné vymezit nasledujici pojmy

e Strategie -pfedem urceny plan, ktery Uplné stanovuje, jak reagovat v libo-
volném stadiu hry. Pfed zaCatkem hry kazdy hrac zna strategie, které mlze
pouZit on sam, strategie které miiZze pouZit souper a vyplatni matici.

e Priibéh hry- hradi voli strategie bez znalosti strategie protivnika. Vyplatni ta-
bulka se piSe pro prvniho hrace, protoZe u hry s nulovym souctem je zaroven
urcena také pro druhého hréace.

e Predpoklady-oba hraci jsou rovnocenni a kazdy sleduje nekompromisng svdlj
cil a pFi rozhodnutich se Fidi rozumovou Gvahou (protikladem jsou tzv. hry
proti pFirodg, ktera voli strategie ndhodné, bez ohledu na vlastni prospéch).

Cilem teorie her je odvodit racionalni kritéria pro vybeér strategii. V' nékterych p¥i-
padech umoZziiuje struktura vyplatni matice nalézt feSeni hry stanovenim tzv. domi-
nantni strategie. Strategie se nazyva dominantni vzhledem Kk jiné strategii, jestlize
vzdy dava stejné dobry nebo lepsi vysledek bez ohledu na reakci protivnika.

llustracni priklad

Dva politici soupefi 0 misto v senatu. Snazi se naplanovat kampan na posledni dva
dny pred volbami. Oba politici chtéji stravit tyto dva dny ve dvou klicovych més-
tech Rigtown a Megapolis. Cestovat chtéji v noci v rdmci Uspory Casu. Kazdy z
nich stoji pred volbou, zda stravit oba dny v jednom mésté nebo jeden den v kaz-
dém z mést. Ani jeden z politik{i nevi, co bude délat soupef a rozhodnuti musi byt
ucinéno predem. Politici se ptaji svych volebnich manazerli na mozny dopad jejich
rozhodnuti z hlediska ziskanych nebo ztracenych hlasd.

Formulace: Kazdy z hracl (politikl) ma na vybér ze tfi strategi:

1. Strategie - stravit jeden den v kazdém z mést
2. Strategie - stravit oba dny v Rigtownu
3. Strategie - stravit oba dny v Megapolisu

Cilem je ziskat co nejvice volebnich hlasd od protivnika. Vyplatni matice pro po-
litika 1 ma nasledujici tvar:
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1 2 3

11-3 -2 6

| 212 0 2

3|5 -2 -4
Reseni

Tabulka nezahrnuje Zadnou dominantni strategii pro hréace Il. AvSak pro hrace | je
strategie 1 dominantni nad strategii 3. To znamena., Ze strategii 3 mtzeme vyloucit
z dalSich uvah (v pripadé hrace I).

1 2 3

111 2 4

211 0 5
PFi této redukci vidime, Ze strategie 1, 2 pro hraCe Il jsou dominantni nad stra-

tegii 3, kterou tedy také nemusime brat v Gvahu. Dochazi tedy k dalSimu zlzeni
vyplatni matice.

_ 2
11 2
211 0

Daéle vidime, Ze strategie 1 pro | je dominantni nad 2

|12
11 2

A konecné strategie 1 pro Il je dominantni nad 2. Vysledkem hry je volba stra-
tegie 1 ob&ma hradi. PFi této volbé ziska hrac | tisic volebnich hlasl od hrace 11

UvaZzujme nyni modifikaci senatni kampané ve tvaru:

1 2 3

1183 -2 6

I 212 0 2
3|5 -2 4

V tomto pFipadé neumoznuje struktura vyplatni matice nalézt dominantni strate-
gii. Zvazme nékteré moznosti, které se hra¢lim nabizeji. Vybere-li hrac | strategii
1, mlze sice vyhrat 6, ale také ztratit 3. VVybere-li hrac | strategii 3, mlize sice vy-
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hrat 5, ale také ztratit 4. Pfedpokladame-li, Ze hra&cC | hraje tak, aby minimalizoval
své ztraty, pak zfejmé nezvoli ani strategii 1 ani 3, které mu mohou zplsobit velké
ztraty, a zvoli zfejmé 2. Na druhou stranu hrac Il bude zfejmé také hréat 2, protoze
mu zarucuje, Ze neprohraje, ale mliZe ziskat.

Obecné Ize na zakladé vyse provedenych Gvah hracl odvodit nasledujici pravi-
dla pro volbu strategii:

Hraje-li hrac | i-tou strategii, musi pocitat s tim, Ze ma zaru€enu jenom mini-
malni vyhru dosazitelnou touto strategii, nebot’” ma rozumné uvazujiciho protiv-
nika. Zvoli-li si i-tou strategii vyhra Cini min; a;;. Nechce-li zbyteCné riskovat,
voli strategii, pfi které je toto minimum nejvétsi. P¥itom ma zaruéenu vyhru

max min a;;
? J

a prisludnou strategii hazyvdme maximinovou. Je to minimalni vyhra, kterou si
mlZe hrac | zaru€it. Nazyvame ji dolni cenou hry a znacime .

Hrac 11 uvaZuje podobné. Chce rovnéz vyhrat co nejvice, nebo, co? je totéZ, zredu-
kovat vyhru hrae | na minimum. Vybere-li j-tou strategii, ma zaruceno, Ze hrac
| nevyhraje vic nez max; a;; a bude volit takovou strategii, kde je toto maximum
nejmensi. PFitom ma zaruceno, Ze neprohraje vic, nez

min max a;;
7 1
a prislusnou strategii nazyvame minimaxovou. Je to maximalni vyhra hréace I, je-
jimuz prekroceni mlze hra€ 11 zabranit. Nazyva se horni cenou hry a znaci se
symbolem w.
Jestlize plati: max; min; a;; = min; max; a;; = v, hazyvame v cenou hry.

Véta 1
Je-li A = (a;;) libovolna matice, pak plati max; min; a;; < min; max; a;;.

Dikaz:
Pro dané i plati:

min a;; < a;; = maxmina;; < max a;;.
J i i

Je-li kaZzdé maximum na praveé strané posledni nerovnosti VEtSi nez vyraz na levé
(ktery nezavisi na j), pak také nejmensi z téchto maxim je vétsi nebo rovno tomuto
vyrazu. Tvrzeni je dokazéno.
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Jestlize maximin je roven minimaxu a optimalni strategie jsou zndmy, neméa
smysl takovou hru hrat. Vysledek je pfedem urcen. Nastane-li tato situace, pak
musi ve vyplatni matici byt cena hry nejmensim prvkem ve své fadce a nejvétSim
prvkem ve svém sloupci. Takovy prvek nazyvame sedlovym bodem.

Véta 1
Ma-li vyplatni matice sedlovy bod plati max;min;a;; = min;jmax;a;; a hra ma
feseni.

Dukaz:
Ma-li A = (a;;) sedlovy bod ax;, pak a;; < ax < a;;. Pro kazdé ,j plati

maria; < ag < MInjag;

MINMAT;Aij < MAT|ag < Gl < MANjAE; < AT MAN;Gij

Protoze opaCna nerovnost plati vzdy, tvrzeni je dokéazano.

Existence sedlového bodu je nutnou a postacujici podminkou pro to, aby mati-
cova hra méla feSeni. Ma-li hra sedlovy bod a hraci znaji své optimalni strategie, je
predem urceno, jakou prlimérnou vyhru mohou hraci ocekavat. Jde-li o hru bez na-
hodnych stavll, je vysledek hry GpIné predurcen. Stanoveni sedlového bodu miize
byt uziteCné i pfi redlnych konfliktnich situacich a dovedou-li jej soupefi spravné
urit, mdize konflikt skongit rozumnou dohodou. Rada her, jako napf. $achy, nebo
dama, patfi do této skupiny her. Kdyby hraci znali optimalni strategie, prestaly by
byt viastné hrou.Pro velky pocet moZnych strategii vSak neni moZzné sedlovy bod
urcit.

Uvazujme nyni jinou modifikaci senatni kampangé ve tvaru:

1 2 3
110 -2 2
I 2|5 4 -3
3|2 3 -4
V tomto pfipadé je dolni cena hry v = —2, z €ehoz pro hrace | vyplyva volba

strategie 1. Ale horni cena hry © = 2 predurCuje hrace Il k volbé strategie. Tato
hra tedy neméa sedlovy bod a nemiZeme stanovit cenu hry. Uvazujme nasledujici
mozny pribgh hry:

hr&C 1 vyhraje od hrace 11 2 = hraC 1l méni strategii 3 na 2 a vyhrava 2 od hréce |
= hraC | méni strategii 1 na 2 a vyhrava 4 = hrac Il méni strategii 2 na 3 a vyhrava
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3 = hra€ | méni strategii 2 na 1 a vyhrava 2 a pofad dokola, €ili vychozi Fedeni je
nestabilni.

Samoziejma otazka v této situaci zni. Lze najit néjaké feSeni, néjaky herni
plan? Klicovym faktem je, zda lze néjakym zplisobem predpovédét strategii sou-
pefe. Pokud ano, Ize z toho vychazet, pokud ne, opét neni o co se opfit. ProtozZe
totéz plati i o soupefi, Ize za vychozi stav povazZovat situaci, kdy ani jedna strana
nedovede predpovédét reakci druhé strany. To je mozné za predpokladu, Ze obé
strany voli své strategie ndhodné. V tomto pfipadé hovofime o hrach se smiSenymi
strategiemi.

7.2 Hry se smiSenymi strategiemi

Pokud hra nema sedlovy bod, pak dochazi k ndhodnému vybéru strategii a je tedy
vhodné znat rozdéleni pravdépodobnosti na mnoziné strategii. Abychom mohli si-
tuaci matematicky popsat, ozname:
x;- pravdépodobnost, Ze hrag | pouZije strategii ¢, kde : = 1,..,m
y;- pravdépodobnost, Ze 1l pouZije strategii j, kde j = 1,..,n
Rikame, Ze hra¢ voli smisenou strategii x = (z1, ..., T.,), jestlize ji voli ndhodng,
a to pomoci mechanismu, ktery zarucuje, Ze pfi dalSim opakovani hry se jednot-
livé strategie vyskytnou s urCitym relativnimi etnostmi. Plany (x1, .., 2.,,), popr.
(y1,--,Yn), S€ NAZyvaji smisené strategie a strategie z1, .., z,,, POpF. y1, .., yn jSOU
ryzi strategie.
Pro ilustraci zavedenych pojmd uvazujme, Ze ve druhé modifikaci politické

kampang:
hrac 1 voli smiSenou strategii (x1, z2,23) = (1/2,1/2,0),
hrac 11 voli smiSenou strategii (y1,y2,y3) = (0,1/2,1/2).
Pravdépodobnost, Ze na sebe narazi strategie x; a y;, je rovna soucinu z;y; a vyhra
v tomto pfipadé Cini a;;. OCekavana vyplata Cini

m n

E(z,y) = Z Zaijxiyj =1/4(-2+4-3+2)=1/4
i=1j=1

N4

Nyni se zda byt pfirozené rozsitit Gvahy provadéné vyse pro ryzi strategie na stra-
tegie smiSené. Tj. existuje zde néco jako minimaxova, popf. maximinova strategie
a sedlovy bod? Mohou tedy hraci zvolit smiSenou strategii, ktera maximalizuje
minimalni oCekavanou vyplatu nebo minimalizuje maximalni oCekavanou ztratu.
Odpoved’ na tuto otazku dava nasledujici véta.

Véta 3 (Zakladni véta teorie her)
Kazda maticova hra ma feSeni ve smiSenych strategiich, tj. vzdy existuje cena hry

v =T.
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Dikaz této véty vyplyne z dalsich Givah, ve kterych ukadZeme, Ze maticové hry jsou
ekvivalentni s urCitym problémem linearniho programovani.
Uvazujme, jak najit optimalni strategii hrace I. OCekavana vyplata je

m n
Z Z Qi TiYj
i=1j=1

a strategie (z1, ..., x,,) je optimalni, jestlize

aijTilY; = V="
1

m n

=17

pro vSechny strategie oponenta. Nerovnost bude platit zejména pro vSechny ryzi
strategie
1121 + a2122 + ... + Q1T >V

a12%1 + 2272 + ... + Q2T > U

Odtud vyplyva, Ze
ponévadz

Jinymi slovy, soustava téchto nerovnosti je ekvivalentni nerovnosti plivodni. Dale
musi byt splnéno
1+ + ...+ =1,

331207

Nyni délme vSechny nerovnosti Cislem v. Dostaneme pak pfi oznaceni z; /v = u;
soustavu nerovnic tvaru

a11u] + ... + apmium > 1

alpUl + ... + Gmptm > 1
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Hrac€ | chce maximalizovat svou vyhru, coz je totéZ, co minimalizovat hodnotu
1/v. Cili minimalizovana funkce ma tvar

minl/v = uj + ... + Up,.

Poznamka: Pfi déleni Cislem v jsme predpokladali, Ze v > 0. To lze ale vZdy
zaru€it vhodnou Upravou vyplatni matice, ktera méni pouze cenu hry a ne feSeni.

Abychom nasli optimalni strategii pro hré&ce I, staCi nalézt minimum linearni
funkce pfi stanovenych omezenich. To je ale béZny problém linearniho programo-
vani. Zname-li optimalni hodnoty wu;, najdeme snadno cenu hry v i hodnoty z;
davajici optimalni smiSenou strategii hrace 1. Je zfejmé, Ze hledani optimalnich
strategii hrace 11 vede k Uloze dualni.

VSimnéme si jesté, Ze jsou-li prvky vyplatni matice hry vesmés nezaporné (a
toho mliZeme Upravou hry vZdy dosahnout), ma ekvivalentni Gloha linearniho pro-
gramovani, i Gloha k ni dudlni, pFipustné FeSeni. To znamend, Ze obé Ulohy maji
optimalni feSeni se stejnou hodnotou GEelové funkce. Odtud jiz zakladni véta teo-
rie her bezprostfedné vyplyva.

Priklady k procviceni

1. Pro kaZzdou z nasledujicich vyplatnich tabulek urCete optimalni strategii pro
kazdého z hracl eliminaci dominantnich strategi.

1
1 2 3
@) 113 1 2
I 211 2 1
3/1 0 -2
I
1 2 3
(b) 110 4 1
I 2|-1 -2 3
3|1 3 2

2. Naleznéte sedlovy bod hry s vyplatni matici
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1 2 3 4

113 -3 -1 -7

I 271 -1 5 3
3|-7 5 -3 7

3. V obou smiSenych strategiich feste hru kamen-niizky-papir, jejiz vyplatni
matice ma pfi stanovené vyhte i prohfe 1 KT nasledujici tvar

I
N P

K
K|o 1 -1
I N|-1 0 1
P11 -1 O

4. Pro kaZzdou z nasledujicich her danych pFislusnou vyplatni matici, pfeved’te

problém nalezeni optimalnich strategii dvou hracl na ekvivalentni problém
linedrniho programovani

i
1 2 3
(@) 115 3 2
I 213 -2 3
312 6 -1
1
1 2 3 4 5
1/-3 6 5 -2 3
(b) I 2|-1 4 -4 1 -2
3|0 -2 -5 -3 1
412 3 0 2 4
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